Gaussian Quadrature by Bailová, Michaela
VSˇB – Technicka´ univerzita Ostrava
Fakulta elektrotechniky a informatiky
Katedra aplikovane´ matematiky
Gaussovy kvadratury
Gaussian Quadrature
2013 Michaela Bailova´


Na tomto mı´steˇ bych chteˇla podeˇkovat zejme´na vedoucı´mu pra´ce, Mgr. Petru Vodstrcˇilovi, Ph.D.
za vesˇkery´ veˇnovany´ cˇas, znacˇnou da´vku trpeˇlivosti a spoustu dobry´ch rad. Velky´ dı´k rovneˇzˇ patrˇı´
i rodineˇ a blı´zky´m, kterˇı´ meˇ podporovali po celou dobu psanı´ pra´ce.
Abstrakt
Gaussova kvadratura je jednou z metod numericke´ integrace funkcı´, pro neˇzˇ je prˇı´lisˇ slozˇite´ nebo
dokonce nenı´ mozˇne´ spocˇı´tat hodnotu prˇı´slusˇne´ho integra´lu analyticky. V ra´mci bakala´rˇske´ pra´ce
si nejprve prˇipomeneme neˇktere´ partie matematicke´ analy´zy a linea´rnı´ algebry, ktere´ budeme
vyuzˇı´vat prˇi pra´ci s kvadraturnı´mi formulemi. Na´sledneˇ zavedeme pojem kvadraturnı´ formule
a prozkouma´me neˇktere´ jejı´ vlastnosti. Pote´ se budeme zaby´vat konstrukcı´ kvadraturnı´ formule
maxima´lnı´ mozˇne´ prˇesnosti a urcˇova´nı´m chyby aproximace. Dalsˇı´ kapitoly jsou jizˇ veˇnova´ny
konkre´tnı´m kvadraturnı´ formulı´m, ktery´mi budeme aproximovat hodnoty integra´lu˚ specificky´ch
typu˚ funkcı´. Jednu z nich pak detailneˇ rozebereme a neˇktere´ vlastnosti na´m umozˇnı´ jejı´ konstrukci
znacˇneˇ zjednodusˇit. Vy´hody kvadraturnı´ formule pak nejle´pe odhalı´me ve chvı´li, kdy ji porovna´me
s jinou numerickou metodou, Simpsonovy´m pravidlem.
Klı´cˇova´ slova: Ortogona´lnı´ syste´my polynomu˚, interpolacˇnı´ polynomy, kvadraturnı´ formule,
Gaussova kvadratura, chyba Gaussovy kvadraturnı´ formule, Gaussova-Legendrova kvadratura.
Abstract
Gaussian quadrature is one of the methods we use for numerical integration of functions, that are
too difficult or even impossible to integrate. In this bachelor thesis we first remind some parts of
mathematical analysis and linear algebra used for working with quadrature formulas. Then we will
introduce the concept of quadrature formula and explore some of its properties. Thereafter we will
follow up a construction of a quadrature with maximum accuracy and determine the error of ap-
proximation. Further chapters are devoted to specific quadrature formulas used for approximation
of integral of particular types of functions. One of the quadrature formulas we will analyse in de-
tail. Some of its properties will allow to considerably simplify its construction. The best way how
to reveal the advantages of quadrature formula is to compare it with the other numerical method,
the Simpson’s rule.
Keywords: Orthogonal polynomials, interpolation polynomials, quadrature formula, Gaussian
quadrature, error of Gaussian quadrature formula, Gauss-Legendre formula.
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1 U´vod
Na za´kladeˇ poznatku˚ z matematicke´ analy´zy vı´me, zˇe pro kazˇdou funkci f : R → R, ktera´ je
na uzavrˇene´m intervalu 〈a, b〉 spojita´, existuje integra´l
b∫
a
f(x) dx.
V praxi se vsˇak mu˚zˇe jednat o funkci, pro nizˇ je prˇı´lisˇ slozˇite´ nebo dokonce nenı´ mozˇne´ spocˇı´tat
hodnotu prˇı´slusˇne´ho integra´lu analyticky. V tomto prˇı´padeˇ jsme nuceni uchy´lit se k numericke´mu
rˇesˇenı´. Jednou z teˇchto numericky´ch metod je i uzˇitı´ kvadraturnı´ formule.
V ra´mci bakala´rˇske´ pra´ce si nejprve prˇipomeneme neˇktere´ partie z matematicke´ analy´zy a line-
a´rnı´ algebry, ktere´ budeme prˇi studiu kvadraturnı´ch formulı´ vyuzˇı´vat. Na´sledneˇ zavedeme a prˇiblı´-
zˇı´me pojem kvadraturnı´ formule a budeme se zaby´vat konstrukcı´ kvadraturnı´ formule maxima´lnı´ho
mozˇne´ho stupneˇ prˇesnosti, v te´to fa´zi na´s rovneˇzˇ bude zajı´mat optima´lnı´ poloha uzlu˚, v nichzˇ bu-
deme schopni takovouto kvadraturu sestrojit, a urcˇova´nı´m chyby, jı´zˇ se prˇi aproximaci integra´lu
dopustı´me.
Da´le se jizˇ budeme veˇnovat konkre´tnı´m kvadraturnı´m formulı´m, ktery´mi budeme prˇiblizˇneˇ
pocˇı´tat hodnoty integra´lu˚ specificky´ch typu˚ funkcı´. Jednu z nich detailneˇ rozebereme a dı´ky neˇkte-
ry´m vlastnostem budeme schopni jejı´ konstrukci znacˇneˇ zjednodusˇit. Budeme se rovneˇzˇ zaby´vat
velikostı´ odhadu chyby, prˇı´padneˇ skutecˇnou chybou aproximace, a budeme se snazˇit najı´t efektivnı´
zpu˚sob, jak jejich hodnotu co nejvı´ce minimalizovat.
Skutecˇny´ prˇı´nos kvadraturnı´ch formulı´ vsˇak pozna´me ve chvı´li, kdy ji porovna´me s jinou me-
todou numericke´ integrace, Simpsonovy´m pravidlem.
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2 Polynomy
2.1 Stupenˇ polynomu
V ra´mci kapitoly se budeme hojneˇ setka´vat s pojmem polynom a stupenˇ polynomu.
Definice 2.1. Rea´lny´m polynomem P stupneˇ nejvy´sˇe n-te´ho rozumı´me funkci danou prˇedpisem
P (x) = a0x
n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an,
kde hodnoty a0, a1, . . . , an ∈ R nazy´va´me jeho koeficienty. V prˇı´padeˇ, zˇe a0 6= 0, rˇı´ka´me, zˇe se
jedna´ o polynom stupneˇ n.
Definice 2.2. Korˇenem polynomu P rozumı´me takove´ cˇı´slo α, pro ktere´ platı´
P (α) = 0.
Definice 2.3. Korˇen α polynomu P nazy´va´me k-na´sobny´, pokud existuje polynom Q takovy´, zˇe
P (x) = (x− α)kQ(x)
a α nenı´ korˇenem polynomu Q.
Polynom P ma´ k-na´sobny´ korˇen α pra´veˇ tehdy, kdyzˇ platı´
P (α) = 0,
P ′(α) = 0,
. . .
P (k−1)(α) = 0,
P (k)(α) 6= 0.
Je-li polynomQ stupneˇm, ma´ nejvy´sˇem korˇenu˚, ktere´ budeme pocˇı´tat vcˇetneˇ jejich na´sobnosti.
Z toho plyne, zˇe pokud ma´ polynom stupneˇ nejvy´sˇe m vı´ce nezˇ m korˇenu˚ pocˇı´tany´ch vcˇetneˇ
na´sobnostı´, musı´ platit a0 = a1 = · · · = am−1 = am = 0, tzn. Q je nulovy´ polynom.
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3 Ortogona´lnı´ syste´my polynomu˚
V ra´mci te´to kapitoly se budeme zaby´vat polynomy, ktere´ budeme vyuzˇı´vat prˇi konstrukci
Gaussovy kvadratury.
Definice 3.1. Necht’ w je funkce, ktera´ je spojita´ na intervalu I ⊆ R. Necht’ da´le platı´ w(x) > 0
na intervalu I a ∫
I
|x|kw(x) dx < +∞, ∀k ∈ {0, 1, . . . }. (1)
Pak funkci w budeme nazy´vat va´hovou funkcı´.
Pozna´mka 3.1. V prˇı´padeˇ, zˇe je I uzavrˇeny´ omezeny´ interval, cha´peme integra´l (1) jako Rie-
mannu˚v integra´l. Pokud je interval I otevrˇeny´ nebo neomezeny´, budeme k integra´lu (1) prˇistupovat
jako k nevlastnı´mu integra´lu.
Uvazˇujme vektorovy´ prostor
F = {u : R→ R : u je spojita´ na intervalu I ∧ Du = I ∧
∫
I
w(x)u2(x) dx < +∞} (2)
Pozna´mka 3.2. V prˇı´padeˇ, zˇe Du ⊇ I , budeme vztah u ∈ F interpretovat jako u |I ∈ F .
Na prostoru F budeme definovat skala´rnı´ soucˇin
〈u, v〉 =
∫
I
w(x)u(x)v(x) dx. (3)
Pokud 〈u, v〉 = 0, rˇı´ka´me, zˇe funkce u a v jsou ortogona´lnı´ vzhledem ke skala´rnı´mu soucˇinu (3).
V ra´mci pra´ce se budeme zaby´vat polynomy, ktere´ zı´ska´me Gramovou-Schmidtovou ortogo-
nalizacı´ posloupnosti 1, x, x2, . . . vzhledem ke skala´rnı´mu soucˇinu (3). Tyto polynomy budeme
oznacˇovat pI0, p
I
1, p
I
2, . . . . Dı´ky podmı´nce (1) a pozna´mce 3.2 jsou funkce 1, x, x
2, . . . prvky pro-
storu F .
3.1 Legendrovy polynomy
Necht’ I = 〈a, b〉 a w(x) = 1. Pak prostor F je prostorem vsˇech funkcı´ spojity´ch na intervalu
〈a, b〉 a skala´rnı´ soucˇin (3) ma´ na´sledujı´cı´ tvar
〈u, v〉 =
b∫
a
u(x)v(x) dx.
Ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x2, . . . vzhledem k vy´sˇe uvedene´mu skala´rnı´mu soucˇinu
zı´ska´va´me takzvane´ Legendrovy polynomy, ktere´ budeme znacˇit L
〈a,b〉
n .
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Pozna´mka 3.3. Jelikozˇ budeme pro vy´pocˇet pouzˇı´vat Gramovou-Schmidtovu ortogonalizaci, ne-
bude se jednat prˇı´mo o Legendrovy polynomy tak, jak jsou definova´ny v literaturˇe, ale o jejich
nenulove´ na´sobky, prˇesto je tak v ra´mci pra´ce budeme nazy´vat. Pro konstrukci Gaussovy´ch kva-
dratur na´m postacˇı´ pouze korˇeny Legendrovy´ch polynomu˚, jejichzˇ hodnoty se v prˇı´padeˇ, zˇe dany´
polynom vyna´sobı´me libovolny´m nenulovy´m cˇı´slem, nezmeˇnı´. Ze stejne´ho du˚vodu zde nenı´ za-
potrˇebı´ zı´skane´ polynomy normalizovat.
V literaturˇe se nejcˇasteˇji objevujı´ Legendrovy polynomy vznikle´ ortogonalizacı´ posloupnosti
1, x, x2, . . . vzhledem ke skala´rnı´mu soucˇinu
〈u, v〉 =
1∫
−1
u(x)v(x) dx.
Takto zı´skane´ polynomy majı´ tvar
L
〈−1,1〉
0 (x) = 1,
L
〈−1,1〉
1 (x) = x,
L
〈−1,1〉
2 (x) = x
2 − 13 ,
L
〈−1,1〉
3 (x) = x
3 − 35x.
. . .
Pro u´cˇely pra´ce budeme potrˇebovat pocˇı´tat i na jiny´ch intervalech, nezˇ je 〈−1, 1〉. Mezi Le-
gendrovy´mi polynomy L
〈−1,1〉
n a L
〈a,b〉
n existuje na´sledujı´cı´ transformacˇnı´ vztah
L〈a,b〉(x) = L〈−1,1〉
(
2(x− a)
b− a − 1
)
, x ∈ 〈a, b〉 . (4)
Pozna´mka 3.4. V praxi bude jednodusˇsˇı´ nejprve spocˇı´tat korˇeny Legendrovy´ch polynomu˚ L
〈−1,1〉
n
a pote´ transformovat pouze korˇeny. Tı´mto postupem zı´ska´me stejne´ vy´sledky jako v prˇı´padeˇ, zˇe
bychom pocˇı´tali korˇeny Legendrova polynomu L
〈a,b〉
n . Pro transformaci korˇenu˚ budeme pouzˇı´vat
vztah
x〈a,b〉 =
x〈−1,1〉 + 1
2
(b− a) + a, (5)
kde x〈−1,1〉 je korˇenem polynomu L〈−1,1〉 a x〈a,b〉 je korˇenem polynomu L〈a,b〉.
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3.2 Cˇebysˇevovy polynomy
Necht’ I = (−1, 1) a w(x) = 1√
1−x2 . Pak prostor F bude prostorem vsˇech funkcı´ splnˇujı´cı´ch
podmı´nku (2) a skala´rnı´ soucˇin (3) bude vypadat na´sledovneˇ
〈u, v〉 =
1∫
−1
1√
1− x2u(x)v(x) dx.
Ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x2, . . . vzhledem k vy´sˇe uvedene´mu skala´rnı´mu soucˇinu
zı´ska´va´me takzvane´ Cˇebysˇevovy polynomy.
Cˇebysˇevovy polynomy zı´skane´ ortogonalizacı´ majı´ tvar
T
(−1,1)
0 (x) = 1,
T
(−1,1)
1 (x) = x,
T
(−1,1)
2 (x) = x
2 − 12 ,
T
(−1,1)
3 (x) = x
3 − 34x.
. . .
3.3 Laguerrovy polynomy
Necht’ I = 〈0,∞) a w(x) = e−x. Pak prostor F bude prostorem vsˇech funkcı´ splnˇujı´cı´ch
podmı´nku (2) a skala´rnı´ soucˇin (3) bude vypadat na´sledovneˇ
〈u, v〉 =
+∞∫
0
e−xu(x)v(x) dx.
Ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x2, . . . vzhledem k vy´sˇe uvedene´mu skala´rnı´mu soucˇinu
zı´ska´va´me takzvane´ Laguerrovy polynomy.
Laguerrovy polynomy zı´skane´ ortogonalizacı´ majı´ tvar
G
〈0,+∞)
0 (x) = 1,
G
〈0,+∞)
1 (x) = x− 1,
G
〈0,+∞)
2 (x) = x
2 − 4x+ 2,
G
〈0,+∞)
3 (x) = x
3 − 9x2 + 18x− 6.
. . .
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3.4 Hermitovy polynomy
Acˇkoli tomu na´zev napovı´da´, jedna´ se o syste´m ortogona´lnı´ch polynomu˚, nikoli o Hermitovy
interpolacˇnı´ polynomy. Teˇmi se budeme zaby´vat v jedne´ z na´sledujı´cı´ch kapitol.
Necht’ I = (−∞,∞) a w(x) = e−x2 . Pak prostor F bude prostorem vsˇech funkcı´ splnˇujı´cı´ch
podmı´nku (2) a skala´rnı´ soucˇin (3) bude vypadat na´sledovneˇ
〈u, v〉 =
+∞∫
−∞
e−x
2
u(x)v(x) dx.
Ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x2, . . . vzhledem k vy´sˇe uvedene´mu skala´rnı´mu soucˇinu
zı´ska´va´me takzvane´ Hermitovy polynomy.
Hermitovy polynomy zı´skane´ ortogonalizacı´ majı´ tvar
M
(−∞,+∞)
0 (x) = 1,
M
(−∞,+∞)
1 (x) = x,
M
(−∞,+∞)
2 (x) = x
2 − 12 ,
M
(−∞,+∞)
3 (x) = x
3 − 32x.
. . .
3.5 Vlastnosti korˇenu˚ ortogona´lnı´ch polynomu˚
Veˇta 3.1. Necht’ n ∈ N. Pak polynom pIn stupneˇ n ma´ pra´veˇ n ru˚zny´ch rea´lny´ch korˇenu˚, ktere´
navı´c vsˇechny lezˇı´ v intervalu I .
Du˚kaz. Necht’ α1 < α2 < · · · < αk, kde k ∈ N0, k ≤ n, jsou vsˇechny korˇeny polynomu pIn
s lichou na´sobnostı´, ktere´ lezˇı´ v intervalu I . Pak mu˚zˇeme polynom pIn prˇepsat do tvaru
pIn(x) = (x− α1)l1(x− α2)l2 . . . (x− αk)lks(x),
kde l1, l2, . . . , lk jsou licha´ cˇı´sla uda´vajı´cı´ na´sobnost jednotlivy´ch korˇenu˚ α1, α2, . . . , αk.
Polynom sma´ prˇitom korˇeny sude´ na´sobnosti, prˇı´padneˇ korˇeny, ktere´ se nacha´zı´ mimo interval
I , z cˇehozˇ vyply´va´, zˇe na intervalu I nemeˇnı´ zname´nko. Pro polynom s na intervalu I tedy platı´
jedna z variant s(x) ≤ 0 nebo s(x) ≥ 0. Nejprve prˇedpokla´dejme, zˇe s(x) ≥ 0 pro x ∈ I .
Da´le definujme polynom
r(x) = (x− α1)(x− α2)(x− α3) . . . (x− αk).
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Provedeme integra´lnı´ skala´rnı´ soucˇin pIn a r. Platı´, zˇe
〈
pIn, r
〉
=
∫
I
pIn(x)r(x)w(x) dx =
=
∫
I
(x− α1)l1+1(x− α2)l2+1 . . . (x− αk)lk+1s(x)w(x) dx > 0.
Dı´ky prˇena´sobenı´ polynomem r zı´skaly korˇeny pu˚vodneˇ liche´ na´sobnosti na´sobnost sudou,
integrujeme tedy spojitou neza´pornou funkci, ktera´ nenı´ identicky nulova´. Z toho vyply´va´, zˇe
hodnota integra´lu je veˇtsˇı´ nezˇ 0. Na druhou stranu vsˇak polynom pIn musı´ by´t kolmy´ ke vsˇem
polynomu˚m stupneˇ nizˇsˇı´ho. Pro pocˇet korˇenu˚ liche´ na´sobnosti lezˇı´cı´ch v intervalu I platı´
k = st(r) ≥ n. Je zrˇejme´ k ≤ n, pro hodnotu k tedy musı´ platit k = n. Z toho vyply´va´, zˇe vsˇech
n korˇenu˚ polynomu pIn lezˇı´ v intervalu I .
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4 Interpolacˇnı´ polynomy
Pro dalsˇı´ vy´pocˇty nejprve budeme funkci, jezˇ je obecneˇ prˇı´lisˇ slozˇita´ pro integraci, interpolovat
polynomem, ktery´ ma´ pro na´s vy´hodneˇjsˇı´ vlastnosti. V te´to kapitole se budeme zaby´vat konstrukcı´
Lagrangeova interpolacˇnı´ho polynomu, ktery´ budeme da´le pouzˇı´vat prˇi vy´pocˇtech polynomu Her-
mitova. Pra´veˇ Hermitu˚v interpolacˇnı´ polynom na´m poslouzˇı´ prˇi na´sledny´ch odhadech chyby, jı´zˇ
se dopustı´me v prˇı´padeˇ, zˇe integra´l funkce f nahradı´me Gaussovou kvadraturnı´ formulı´.
4.1 Lagrangeu˚v interpolacˇnı´ polynom
V te´to podkapitole se budeme zaby´vat konstrukcı´ interpolacˇnı´ho polynomu dane´ho stupneˇ,
jehozˇ graf procha´zı´ n uzlovy´mi body se sourˇadnicemi [x1, y1], [x2, y2], . . . , [xn, yn], kde hodnoty
x1, x2, . . . , xn jsou navza´jem ru˚zna´ cˇı´sla. Hleda´me tedy polynom, jehozˇ graf procha´zı´ vsˇemi
uzlovy´mi body. Vzhledem k tomu, zˇe ma´me zada´no n podmı´nek, budeme pozˇadovat, aby zı´skany´
polynom meˇl stupenˇ nejvy´sˇe n − 1. Takovy´ polynom budeme nazy´vat Lagrangeu˚v interpolacˇnı´
polynom.
Lagrangeova interpolacˇnı´ho polynomu mu˚zˇeme vyuzˇı´t i v prˇı´padeˇ, zˇe ma´me zada´n interval
I a v neˇm n navza´jem ru˚zny´ch bodu˚ x1, x2, . . . , xn. Da´le pak ma´me zada´nu funkci f , ktera´ je
v bodech x1, x2, . . . , xn definova´na. V tomto prˇı´padeˇ jsou druhe´ sourˇadnice jednotlivy´ch bodu˚
reprezentova´ny funkcˇnı´mi hodnotami v bodech xj a pro hledany´ polynom P platı´
P (xj) = f(xj)
pro kazˇde´ j ∈ {1, 2, . . . , n}. Poznatky zı´skane´ v u´vodu na´m umozˇnˇujı´ formulovat na´sledujı´cı´
veˇtu.
Veˇta 4.1. Necht’ n ∈ N a necht’ funkce f : R → R je definova´na na intervalu I , prˇicˇemzˇ x1 <
x2 < · · · < xn lezˇı´ v intervalu I . Pak existuje pra´veˇ jeden Lagrangeu˚v interpolacˇnı´ polynom P
stupneˇ nejvy´sˇe n− 1 (n ∈ N) takovy´, zˇe pro vsˇechna j ∈ {1, 2, . . . , n} platı´ P (xj) = f(xj).
Du˚kaz. Nejprve provedeme du˚kaz jednoznacˇnosti. Prˇedpokla´dejme sporem, zˇe existujı´ dva ru˚zne´
polynomy P a P , ktere´ rˇesˇı´ u´lohu Lagrangeovy interpolace. Platı´ tedy P (xj) = P (xj) = f(xj).
Polynom p(x) = P (x)−P (x) je tedy nenulovy´ polynom stupneˇ nejvy´sˇe n− 1. Navı´c vsˇak platı´,
zˇe p(xj) = 0 pro kazˇde´ j ∈ {1, 2, . . . , n}, tedy pro n ru˚zny´ch bodu˚. Musel by tedy by´t identicky
roven nule, cˇı´mzˇ se dosta´va´me do sporu. Du˚kaz existence je konstruktivnı´.
4.1.1 Konstrukce Lagrangeova interpolacˇnı´ho polynomu
Pro kazˇde´ j ∈ {1, 2, . . . , n} mu˚zˇeme sestrojit polynom
lj(x) =
n∏
k=1,k 6=j
(x− xk)
n∏
k=1,k 6=j
(xj − xk)
. (6)
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Polynomy lj budeme nazy´vat elementa´rnı´ Lagrangeovy polynomy. V cˇitateli byl vynecha´n
cˇlen (x − xj), ve jmenovateli pak (xj − xj). Da´le platı´, zˇe lj(xj) = 1 a lj(xk) = 0 pro kazˇde´
k 6= j. Je-li da´na funkce f , ktera´ je v bodech x1, x2, . . . , xn definova´na, Lagrangeu˚v interpolacˇnı´
polynom pak vypada´ na´sledovneˇ
P (x) =
n∑
j=1
f(xj)lj(x), (7)
kde f(xj) jsou funkcˇnı´ hodnoty prˇı´slusˇne´ funkce v jednotlivy´ch bodech a lj jsou elementa´rnı´
Lagrangeovy polynomy.
Platı´, zˇe
1. P je polynomem nejvy´sˇe (n− 1)-nı´ho stupneˇ.
2. P (xj) = f(xj) pro kazˇde´ j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Problematiku ilustrujeme pomocı´ na´sledujı´cı´ch prˇı´kladu˚.
Prˇı´klad 4.1. Sestrojte Lagrangeu˚v polynom, jehozˇ graf procha´zı´ body [−1, 1], [1, 2], [2,−7],
[3, 7].
V prvnı´ rˇadeˇ je nutne´ spocˇı´tat elementa´rnı´ Lagrangeovy interpolacˇnı´ polynomy prˇı´slusˇne´ jed-
notlivy´m bodu˚m. Platı´
l1(x) =
(x−1)(x−2)(x−3)
(−1−1)(−1−2)(−1−3) = − 124x3 + 14x2 − 1124x+ 14 ,
l2(x) =
(x+1)(x−2)(x−3)
(1+1)(1−2)(1−3) =
1
4x
3 − x2 + 14x+ 32 ,
l3(x) =
(x+1)(x−1)(x−3)
(2+1)(2−1)(2−3) = −13x3 − x2 + 13x− 1,
l4(x) =
(x+1)(x−1)(x−2)
(3+1)(3−1)(3−2) =
1
8x
3 − 14x2 + 18x+ 14 ,
Tvar Lagrangeova interpolacˇnı´ho polynomu bude linea´rnı´ kombinacı´ uvedeny´ch elementa´r-
nı´ch polynomu˚, tedy P (x) =
n∑
j=1
yjlj(x). Hodnoty xj jsou jednotlive´ uzly a yj jim prˇı´slusˇne´ druhe´
sourˇadnice. Vy´sledny´ Lagrangeu˚v interpolacˇnı´ polynom tedy bude vypadat na´sledovneˇ.
P (x) =− 1
24
x3 +
1
4
x2 − 11
24
x+
1
4
+ 2
(
1
4
x3 − x2 + 1
4
x+
3
2
)
−
−7
(
−1
3
x3 − x2 + 1
3
x− 1
)
+ 7
(
1
8
x3 − 1
4
x2 +
1
8
x+
1
4
)
=
=
11
3
x3 − 21
2
x2 − 19
6
x+ 12
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Obra´zek 1: Lagrangeu˚v interpolacˇnı´ polynom v zadany´ch bodech.
a jeho graf je zna´zorneˇn na na´sledujı´cı´m obra´zku.
Prˇı´klad 4.2. Sestrojte Lagrangeu˚v interpolacˇnı´ polynom prˇı´slusˇny´ k funkci f(x) = ex v bodech
x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2.
Nejprve spocˇı´ta´me jednotlive´ elementa´rnı´ polynomy
l1(x) =
x(x−1)(x−2)
(−1)(−1−1)(−1−2) = −16x3 + 12x2 − 13x,
l2(x) =
(x+1)(x−1)(x−2)
(0+1)(0−1)(0−2) =
1
2x
3 − x2 − 12x+ 1,
l3(x) =
(x+1)x(x−2)
(1+1)1(1−2) = −12x3 + 12x2x,
l4(x) =
(x+1)x(x−1)
(2+1)2(2−1) = −16x3 − 16x.
P (x) =
n∑
j=1
f(xj)lj(x), kde f(xj) jsou hodnoty funkce f v jednotlivy´ch uzlech. Vy´sledny´ Lagran-
geu˚v interpolacˇnı´ polynom:
P (x) = −1
6
e−1x3+
1
2
e−1x2− 1
3
e−1x+
1
2
x3−x2− 1
2
x+1− 1
2
ex3+
1
2
ex2+ex+
1
6
e2x3− 1
6
e2x.
Cˇervenou barvou je zde zna´zorneˇna pu˚vodnı´ funkce, modrou graf Lagrangeova interpolacˇnı´ho
polynomu.
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Obra´zek 2: Lagrangeu˚v interpolacˇnı´ polynom prˇı´slusˇny´ k funkci f .
4.1.2 Chyba Lagrangeova interpolacˇnı´ho polynomu
V prˇı´padeˇ, zˇe se rozhodneme interpolovat funkci pomocı´ Lagrangeova interpolacˇnı´ho poly-
nomu, dopousˇtı´me se jiste´ chyby, kterou budeme znacˇit R. Tato chyba bude rovneˇzˇ funkcı´ a jejı´
hodnota se bude meˇnit v za´vislosti na promeˇnne´ x. Pro urcˇova´nı´ odhadu chyby na´m poslouzˇı´ tento
vztah
R(x) = f(x)− P (x), x ∈ Df,
kde f(x) je hodnota funkce f v bodeˇ x a P (x) hodnota prˇı´slusˇne´ho Lagrangeova interpolacˇnı´ho
polynomu vypocˇı´tane´ho pomocı´ vztahu (7).
Veˇta 4.2. Necht’ f je rea´lna´ funkce, ktera´ ma´ v intervalu I vlastnı´ n-tou derivaci (n ∈ N). Pak
pro kazˇde´ x lezˇı´cı´ v intervalu I existuje bod ξ z intervalu I takovy´, zˇe platı´
R(x) =
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)
n!
f (n)(ξ),
kde x1, x2, . . . , xn ∈ I , prˇicˇemzˇ x1 < x2 < · · · < xn, jsou body, v nichzˇ konstruujeme Lagrangeu˚v
polynom.
Du˚kaz. Vı´me, zˇe hodnoty polynomu v bodech xj odpovı´dajı´ funkcˇnı´m hodnota´m funkce f , proto
R(xj) = 0 (∀j ∈ {1, 2 . . . , n}). (8)
Zvolme tedy pevneˇ x ∈ I , ktere´ je ru˚zne´ od x1, x2, . . . , xn, a definujme funkci F promeˇnnne´
t prˇedpisem
F (t) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)R(t)− (t− x0)(t− x1) . . . (t− xn)R(x).
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Je nasnadeˇ oveˇrˇit, jak bude tato funkce vypadat v prˇı´padeˇ, zˇe mı´sto promeˇnne´ t dosadı´me
hodnoty x1, x2, . . . , xn. Dosazenı´m dostaneme
F (xj) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)R(xj), j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Jak ale bylo rˇecˇeno, R(xj) = 0, takzˇe F (xj) = 0 pro kazˇde´ j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Stejny´ postup provedeme take´ pro pevneˇ zvoleny´ bod x, tedy
F (x) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)R(x)− (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)R(x) = 0.
Z toho vyply´va´, zˇe funkce F je nulova´ pro n+ 1 hodnot intervalu I .
V pu˚vodnı´m intervalu I budeme uvazˇovat n subintervalu˚ s krajnı´mi body x1, x2, . . . , xn, x,
ve ktery´ch ma´ funkce F hodnotu 0. Z prˇedpokladu˚ vy´sˇe uvedene´ veˇty vyply´va´, zˇe jsou splneˇny
i prˇedpoklady Rolleovy veˇty. Vı´me, zˇe v kazˇde´m z teˇchto subintervalu˚ existuje bod, v neˇmzˇ ma´
funkce F nulovou prvnı´ derivaci. Prvnı´ derivace funkce F tedy ma´ na intervalu I alesponˇ n nu-
lovy´ch bodu˚. Opeˇt aplikujeme Rolleovu veˇtu a zı´ska´me n− 1 bodu˚, v nichzˇ ma´ funkce F nulovou
druhou derivaci.
Stejny´ postup mu˚zˇeme opakovat. Zjistili jsme, zˇe funkce F ma´ n-tou vlastnı´ derivaci, jejı´zˇ
hodnota je nulova´ alesponˇ pro jeden bod ξ ∈ I . Vztah pro n-tou derivaci bude
F (n)(t) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)R(n)(t)− n!R(x).
Pro kazˇde´ t ∈ I vsˇak platı´, zˇe
R(n)(t) = f (n)(t), nebot’ P (n)(t) = 0.
Vztah mu˚zˇeme prˇepsat do tvaru
F (n)(t) = (x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)f (n)(t)− n!R(x).
Za t dosadı´me ξ. Vı´me, zˇe v tomto bodeˇ je n-ta´ derivace funkce F nulova´.
Po u´praveˇ pak chybu Lagrangeova polynomu mu˚zˇeme vyja´drˇit jako
R(x) =
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)
n!
f (n)(ξ), (9)
kde ξ ∈ I.
Zby´va´ vysˇetrˇit situaci, kdy x nenı´ ru˚zne´ od x1, x2, . . . , xn, tzn x = xj pro neˇktere´
j ∈ {1, 2, . . . , n}. Po dosazenı´ do prave´ strany vztahu (9) bude rozdı´l (x− xj) nulovy´. Vzhledem
k (8) platı´ rovneˇzˇ R(xj) = 0. Vztah (9) tedy platı´ pro libovolne´ ξ ∈ I.
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Prˇı´klad 4.3. Urcˇete chybu interpolace Lagrangeovy´m interpolacˇnı´m polynomem z prˇı´kladu 4.2.
Platı´ tedy f(x) = ex, x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2.
Uzˇ z grafu je patrne´, zˇe se prˇi interpolaci funkce dopousˇtı´me jiste´ chyby, ktera´ se meˇnı´ v za´vis-
losti na promeˇnne´ x. Chyba Lagrangeova interpolacˇnı´ho polynomu rovneˇzˇ za´visı´ na volbeˇ in-
tervalu. Zvolme si tedy interval s krajnı´mi body x1 a x4. Nejprve spocˇı´ta´me absolutnı´ hodnotu
skutecˇne´ chyby interpolace jako rozdı´l |R(x)| = |f(x) − P (x)|, kde −1 ≤ x ≤ 2. Prˇedpis
pro P (x) jsme uzˇ zı´skali v prˇedchozı´m prˇı´kladu, tzn.
P (x) = −1
6
e−1x3+
1
2
e−1x2− 1
3
e−1x+
1
2
x3−x2− 1
2
x+1− 1
2
ex3+
1
2
ex2+ex+
1
6
e2x3− 1
6
e2x.
Pro absolutnı´ hodnotu skutecˇne´ chyby platı´
|R(x)| =|ex + 1
6
e(−1)x3 − 1
2
e(−1)x2 +
1
3
e(−1)x− 1
2
x3 + x2 +
1
2
x− 1 + 1
2
ex3 − 1
2
ex2−
−ex− 1
6
e2x3 +
1
6
e2x|.
Da´le vypocˇı´ta´me odhad chyby pomocı´ vztahu
R(x) =
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)
n!
f (n)(ξ).
Nejprve je nutne´ spocˇı´tat 4. derivaci funkce f
f (4)(ξ) = ex.
Chceme zı´skat hornı´ odhad velikosti chyby. Funkce |f (4)(x)| = |ex| = ex naby´va´ sve´ho maxima
na intervalu 〈−1, 2〉 v bodeˇ x = 2. Cˇtvrtou derivaci funkce f tedy mu˚zˇeme odhadnout jako
|f (4)(ξ)| ≤ e2.
Odhad chyby pro R(x) tedy bude vypadat na´sledovneˇ
|R(x)| ≤ 1
24
e2(x+ 1)x(x− 1)(x− 2) (ozn= Ro(x)).
Grafy funkcı´ Ro, R jsou zna´zorneˇny na obra´zku.
4 INTERPOLACˇNI´ POLYNOMY 22
Obra´zek 3: Chyba Lagrangeova interpolacˇnı´ho polynomu.
Cˇervenou barvou je zna´zorneˇna absolutnı´ hodnota skutecˇne´ chyby R, modrou odhad chyby Ro.
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4.2 Hermitu˚v interpolacˇnı´ polynom
Druhy´ typ interpolacˇnı´ho polynomu, ktery´m se budeme zaby´vat, je Hermitu˚v interpolacˇnı´ po-
lynom. Opeˇt hleda´me polynom, jehozˇ graf procha´zı´ n uzlovy´mi body se sourˇadnicemi [x1, f(x1)],
[x2, f(x2)], . . . , [xn, f(xn)], kde x1, x2, . . . , xn jsou navza´jem ru˚zna´ cˇı´sla.
Oproti Lagrangeovu interpolacˇnı´mu polynomu zde vsˇak ma´me take´ pozˇadavky na hodnoty de-
rivacı´ ru˚zny´ch stupnˇu˚ ve vybrany´ch uzlech. Hleda´me tedy polynom, jehozˇ graf procha´zı´ vsˇemi uz-
lovy´mi body a ve vybrany´ch bodech ma´ odpovı´dajı´cı´ derivace. Pod pojmem uzlove´ body budeme
rozumeˇt body se sourˇadnicemi [x1, f(x1)], [x2, f(x2)], . . . , [xn, f(xn)]. Stupenˇ Hermitova poly-
nomu bude da´n pocˇtem vsˇech parametru˚, ktere´ jsou pro hodnoty x1, x2, . . . , xn zada´ny. Prˇi kon-
strukci obecne´ho Hermitova polynomu tedy musı´me pocˇı´tat s jistou
”
nepravidelnostı´,“ protozˇe
v ru˚zny´ch bodech mu˚zˇe by´t zada´n ru˚zny´ pocˇet derivacı´ ru˚zny´ch stupnˇu˚. Du˚kaz existence obecne´ho
Hermitova polynomu ovsˇem nenı´ nutne´ prova´deˇt.
Pro pra´ci s kvadraturnı´mi formulemi na´m bohateˇ stacˇı´ jednodusˇsˇı´ prˇı´pad, kdy ma´me pro kazˇdy´
bod zada´nu funkcˇnı´ hodnotu a hodnotu prvnı´ derivace. Pro takto zadane´ parametry bude Hermitu˚v
interpolacˇnı´ polynom zadany´ pomocı´ n bodu˚ stupneˇ nejvy´sˇe 2n− 1.
Veˇta 4.3. Necht’ n ∈ N a necht’ funkce f : R → R ma´ konecˇnou prvnı´ derivaci na intervalu
I , prˇicˇemzˇ platı´ x1 < x2 < · · · < xn lezˇı´ v intervalu I . Pak existuje pra´veˇ jeden Hermitu˚v
interpolacˇnı´ polynom H stupneˇ nejvy´sˇe 2n − 1 takovy´, zˇe pro vsˇechna j ∈ {1, 2, . . . , n} platı´
H(xj) = f(xj) a H
′(xj) = f ′(xj).
Du˚kaz. Du˚kaz jednoznacˇnosti bude podobny´ jako u Lagrangeova interpolacˇnı´ho polynomu. Prˇed-
pokla´dejme sporem, zˇe existujı´ dva ru˚zne´ polynomy H a H , ktere´ rˇesˇı´ u´lohu Hermitovy interpo-
lace. Platı´ tedy H(xj) = H(xj) = f(xj), H
′(xj) = H
′
(xj) = f
′(xj). Polynom p = H − H
ma´ alesponˇ n korˇenu˚ na´sobnosti 2. Polynom p je nenulovy´ polynom stupneˇ nejvy´sˇe 2n− 1 majı´cı´
alesponˇ 2n korˇenu˚ (korˇeny jsou pocˇı´ta´ny vcˇetneˇ na´sobnostı´). Polynom H −H by tedy musel by´t
identicky roven nule, cˇı´mzˇ se dosta´va´me do sporu. Du˚kaz existence je opeˇt konstruktivnı´.
4.2.1 Konstrukce Hermitova interpolacˇnı´ho polynomu
V kazˇde´m uzlu xi (i ∈ {1, 2, . . . , n}) ma´me zada´nu funkcˇnı´ hodnotu f(xi) a hodnotu prvnı´
derivace f ′(xi). Je trˇeba najı´t polynom H takovy´, aby platilo
H(xi) = f(xi) pro i ∈ {1, 2, . . . , n},
H ′(xi) = f ′(xi) pro i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Polynom H budeme hledat ve tvaru
H(x) =
n∑
i=1
hi(x)f(xi) +
n∑
i=1
hi(x)f
′(xi),
kde hi, hi jsou polynomy stupneˇ 2n− 1. Prˇitom stacˇı´, aby platilo
hi(xj) = δij , kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
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h′i(xj) = 0, kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
hi(xj) = 0, kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
hi
′
(xj) = δij , kde i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
kde δij = 0, pokud i 6= j a δij = 1, pokud i = j.
Nejprve sestrojı´me polynom hi. Jak jizˇ bylo rˇecˇeno, tento polynom bude stupneˇ 2n−1 s korˇeny
x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn. Polynom bude mı´t n− 1 dvojna´sobny´ch korˇenu˚ a bude ve tvaru
hi(x) = ti(x)(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xi−1)2(x− xi+1)2 . . . (x− xn)2,
kde ti je neˇjaky´ linea´rnı´ polynom. Cely´ vztah lze upravit na tvar
hi(x) = ui(x)
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xi−1)2(x− xi+1)2 . . . (x− xn)2
(xi − x1)2(xi − x2)2 . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn) = ui(x)l
2
i (x),
kde li je elementa´rnı´ Lagrangeu˚v interpolacˇnı´ polynom prˇı´slusˇny´ uzlu xi zı´skany´ pomocı´ vzorce
(6). Polynom ui je linea´rnı´ a lze ho vyja´drˇit jako
ui(x) = aix+ bi, kde i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Koeficienty ai, bi lze dopocˇı´tat z podmı´nek
hi(xi) = 1, tj.
ui(xi)l
2
i (xi) = 1, kde hodnota l
2
i (xi) = 1, takzˇe
ui(xi) = 1
a
h′i(xi) = 0, tj.
(uil
2
i )
′(xi) = u′i(xi)l
2
i (xi) + 2ui(xi)li(xi)l
′
i(xi) = 0.
Dosazenı´m ui(x) = aix+ bi a vyrˇesˇenı´m obou rovnic zı´ska´me koeficienty
ai = −2l′i(xi),
bi = 1 + 2xil
′
i(xi).
Polynom ui bude ve tvaru
ui(x) = 1− 2(x− xi)l′i(xi), i ∈ {1, 2, . . . , n}
a hledany´ polynom hi
hi(x) = (1− 2(x− xi)l′i(xi))l2i (x), i ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Podobny´m postupem zı´ska´me take´ polynom hi, ktery´ je rovneˇzˇ stupneˇ 2n− 1. Opeˇt bude mı´t
korˇeny x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, ktere´ jsou dvojna´sobne´, a korˇen xi, ktery´ je jednoduchy´.
Tvar polynomu hi bude podobny´ jako v prˇedchozı´m prˇı´padeˇ
hi(x) = Ai(x− xi)(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xi−1)2(x− xi+1)2 . . . (x− xn)2.
Polynom lze prˇepsat do tvaru
hi(x) =Bi(x− xi) (x− x1)
2(x− x2)2 . . . (x− xi−1)2(x− xi+1)2 . . . (x− xn)2
(xi − x1)2(xi − x2)2 . . . (xi − xi−1)2(xi − xi+1)2 . . . (xi − xn)2 =
=Bi(x− xi)l2i (x),
i zde vyuzˇı´va´me elementa´rnı´ Lagrangeovy interpolacˇnı´ polynomy pro prˇı´slusˇne´ body. Je zapotrˇebı´
dopocˇı´tat hodnotu Bi tak, aby platilo h
′
i(xi) = 1.
h
′
i(xi) = (Bi(x− xi)l2i (x))′|x=xi = Bil2i (xi) + 2Bi(xi − xi)li(xi)l′i(xi) = Bi = 1.
Polynomy hi tedy budou vypadat na´sledovneˇ
hi(x) = (x− xi)l2i (x), i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Vy´sledny´ tvar Hermitova polynomu bude
H(x) =
n∑
i=1
hi(x)f(xi) +
n∑
i=0
hi(x)f
′(xi) =
n∑
i=1
(1− 2(x− xi)l′i(xi))l2i (x)f(xi)+
+
n∑
i=0
(x− xi)l2i (x)f ′(xi).
Prˇı´klad 4.4. Sestrojte Hermitu˚v polynom prˇı´slusˇny´ k funkci f(x) = sin 4x v bodech
x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1.
V prvnı´ rˇadeˇ vypocˇı´ta´me elementa´rnı´ Lagrangeovy polynomy v jednotlivy´ch bodech.
l1(x) =
x(x−1)
2 ,
l2(x) = −(x+ 1)(x− 1),
l3(x) =
x(x+1)
2 .
A na´sledneˇ jejich prvnı´ derivace
l′1(x) = x− 12 ,
l′2(x) = −2x,
l′3(x) = x+
1
2 .
Podle vzorce hi(x) = (1−2(x−xi)l′i(xi))l2i (xi) vypocˇteme elementa´rnı´ polynomy hi pro hodnoty
4 INTERPOLACˇNI´ POLYNOMY 26
xi.
h1(x) = −14(4 + 3x)x2(x− 1)2,
h2(x) = 0,
h3(x) =
1
4(1− 2(x− 1)32(x(x+ 1))2
a podle vzorce hi(xi) = (x− xi)l2i (xi) spocˇı´ta´me elementa´rnı´ polynomy h
′
i pro jednotlive´ uzly.
h1(x) =
1
4(x+ 1)(x(x− 1))2,
h2(x) = x(−(x+ 1)(x− 1))2,
h3(x) =
1
4(x− 1)(x(x+ 1))2.
Linea´rnı´ kombinacı´ polynomu˚ hi, hi zı´ska´me vy´sledny´ Hermitu˚v polynom
H(x) = −3
2
x5 sin(4) + 2 cos(4)x5 +
5
2
x3 sin(4)− 2 cos(4)x3 − 8x3 + 4x5 + 4x.
Graf Hermitova polynomu mu˚zˇeme videˇt na obra´zku.
Obra´zek 4: Hermitu˚v interpolacˇnı´ polynom prˇı´slusˇny´ k funkci f
Cˇervenou barvou je zna´zorneˇn graf funkce f , modrou pak Hermitu˚v interpolacˇnı´ polynom.
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4.2.2 Chyba Hermitova interpolacˇnı´ho polynomu
Pokud se rozhodneme nahradit funkci f Hermitovy´m interpolacˇnı´m polynomem, dopustı´me
se opeˇt jiste´ neprˇesnosti. Velikost chyby, ktere´ se dopustı´me interpolacı´, bude funkcı´ promeˇnne´
x. Chybu interpolace pomocı´ Hermitova interpolacˇnı´ho polynomu budeme znacˇit R a mu˚zˇeme ji
vyja´drˇit jako rozdı´l skutecˇne´ funkcˇnı´ hodnoty a hodnoty Hermitova polynomu, tj.
R(x) = f(x)−H(x), x ∈ Df.
Postup urcˇova´nı´ chyby bude podobny´ jako v prˇı´padeˇ Lagrangeova polynomu.
Veˇta 4.4. Necht’ n ∈ N a necht’ f je rea´lna´ funkce, ktera´ ma´ v intervalu I vlastnı´ 2n-tou derivaci.
Pak pro kazˇde´ x lezˇı´cı´ v intervalu I existuje bod ξ z intervalu I takovy´, zˇe platı´
R(x) =
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2
(2n)!
f (2n)(ξ),
kde x1, x2, . . . , xn ∈ I , prˇicˇemzˇ x1 < x2 < · · · < xn jsou body, v nichzˇ konstruujeme Hermitu˚v
polynom.
Du˚kaz. Platı´, zˇe hodnoty Hermitova polynomu v bodech xj odpovı´dajı´ funkcˇnı´m hodnota´m funkce
f a derivace Hermitova polynomu v bodech xj odpovı´dajı´ derivacı´m funkce f , proto
R(xj) = 0 a R
′(xj) = 0 (∀j ∈ {1, 2, . . . , n}). (10)
Zvolme tedy pevneˇ x ∈ I , ktere´ je ru˚zne´ od x1, x2, . . . , xn. Definujeme funkci F promeˇnne´ t
jako
F (t) = (x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2R(t)− (t− x1)2(t− x2)2...(t− xn)2R(x). (11)
Hodnota funkce F v bodech xj , kde j ∈ {1, 2, . . . , n}, bude vzhledem k (10)
F (xj) = (x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2R(xj) = 0.
Spocˇı´ta´me take´ hodnoty prvnı´ derivace funkce F v bodech xj . Zderivova´nı´m vztahu (11) podle
promeˇnne´ t a na´sledny´m dosazenı´m xj zjistı´me, zˇe vzhledem k (10) platı´
F ′(xj) = 0, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Da´le vypocˇı´ta´me hodnotu funkce F v pevneˇ zvolene´m bodu x.
F (x) = (x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2R(x)− (x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2R(x) = 0.
Ze zı´skany´ch hodnot vı´me, zˇe funkce F bude mı´t hodnotu 0 pro n hodnot x1, x2,. . . , xn. Da´le
jsme zjistili, zˇe F bude nulova´ i v pevneˇ zvolene´m bodu x. Na intervalu I uvazˇujeme n subin-
tervalu˚ s nulovy´mi funkcˇnı´mi hodnotami v krajnı´ch bodech. Z Rolleovy veˇty o strˇednı´ hodnoteˇ
vı´me, zˇe na intervalech vymezeny´ch body x1, x2, . . . , xn, x existuje n bodu˚, v nichzˇ ma´ funkce
F nulovou derivaci. Navı´c jsme spocˇı´tali, zˇe funkce F bude mı´t nulove´ derivace take´ v bodech
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x1, x2, . . . , xn. Funkce F
′ bude mı´t v intervalu I alesponˇ 2n nulovy´ch bodu˚. Aplikacı´ Rolleovy
veˇty zı´ska´me 2n− 1 bodu˚, v nichzˇ ma´ funkce F nulovou druhou derivaci.
Opakovanou aplikacı´ Rolleovy veˇty (podobneˇ jako u Lagrangeova interpolacnı´ho polynomu)
zjistı´me, zˇe funkce F ma´ (2n)-tou vlastnı´ derivaci, jejı´zˇ hodnota je nulova´ alesponˇ pro jeden bod
ξ ∈ I .
Vztah pro 2n-tou derivaci bude
F (2n)(t) = (x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2R(2n)(t)− (2n)!R(x).
Platı´ vsˇak, zˇe R(2n)(x) = f (2n)(x), nebot’ polynom H je stupneˇ nejvy´sˇe 2n− 1, tudı´zˇ
H(2n)(x) = 0.
Vztah mu˚zˇeme prˇepsat do tvaru
F (2n)(t) = (x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2f (2n)(t)− (2n)!R(x).
Za t dosadı´me bod ξ ∈ I . Vı´me, zˇe platı´ F (2n)(ξ) = 0.
Na´sledneˇ vyja´drˇı´me R(x). Rozdı´l mezi hodnotou Hermitova polynomu a hodnotou zadane´ funkce
tedy mu˚zˇeme vypocˇı´tat pomocı´ vzorce
R(x) =
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2
(2n)!
f (2n)(ξ), (12)
kde ξ ∈ I .
Zby´va´ vysˇetrˇit situaci, kdy x nenı´ ru˚zne´ od x1, x2, . . . , xn, tzn x = xj pro neˇktere´
j ∈ {1, 2, . . . , n}. Postup bude podobny´ jako v prˇı´padeˇ Lagrangeova interpolacˇnı´ho polynomu.
Po dosazenı´ do prave´ strany vztahu (12) bude rozdı´l (x−xj) nulovy´. Vzhledem k (10) platı´ rovneˇzˇ
R(xj) = 0. Vztah (12) tedy platı´ pro libovolne´ ξ ∈ I.
Prˇı´klad 4.5. Urcˇete chybu interpolace Hermitovy´m interpolacˇnı´m polynomem z prˇı´kladu 4.4.
Platı´ tedy f(x) = sin 4x, x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1.
Nejprve je nutne´ urcˇit interval, na ktere´m budeme pocˇı´tat chybu Hermitova polynomu. Zvolı´me
interval s krajnı´mi body x1 a x3.
Da´le spocˇı´ta´me absolutnı´ hodnotu chyby jako |R(x)| = |f(x)−H(x)|,−1 ≤ x ≤ 1. Prˇedpis
pro H jsme uzˇ zı´skali v prˇedchozı´m prˇı´kladu, tzn.
H(x) =
5
2
x3 sin(4)− 3
2
x5 sin(4) + 2 cos(4)x5 − 2 cos(4)x3 + 4x5 − 8x3 + 4x.
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Pro absolutnı´ hodnotu skutecˇne´ chyby platı´
|R(x)| = | sin 4x− 5
2
x3 sin 4 +
3
2
x5 sin 4− 2 cos 4x5 + 2 cos 4x3 − 4x5 + 8x3 − 4x|.
Na´sledneˇ vypocˇı´ta´me odhad chyby pomocı´ vztahu
R(x) =
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2
(2n)!
f (2n)(ξ).
Nejdrˇı´ve je nutne´ spocˇı´tat 6. derivaci funkce f
f (6)(x) = −4096 sin(x).
Zajı´ma´ na´s odhad chyby. Platı´
|f (6)(x)| ≤ 4096.
Chybu R mu˚zˇeme odhadnout jako
|R(x)| ≤ ((x+ 1)
2(x)2(x− 1)2)
6!
4096 (
ozn
= Ro(x)).
Grafy Ro, |R| jsou zna´zorneˇny na obra´zku. Cˇervenou barvou je zna´zorneˇna absolutnı´ hodnota
Obra´zek 5: Chyba Hermitova interpolacˇnı´ho polynomu.
skutecˇne´ chyby R, modrou odhad chyby Ro.
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5 Kvadraturnı´ formule a jejı´ prˇesnost
5.1 Kvadraturnı´ formule
Definice 5.1. Kvadraturnı´ formulı´ na intervalu I rozumı´me prˇedpis
QI : f 7→
n∑
i=1
Aif(xi)(= Q
I(f)), (13)
ktery´ kazˇde´ funkci f spojite´ na intervalu I prˇirˇadı´ cˇı´slo QI(f). Cˇı´sla x1, x2, . . . , xn ∈ I , kde
x1 < x2 < · · · < xn , nazy´va´me uzly kvadraturnı´ formule a A1, A2, . . . , An ∈ R jsou koeficienty
kvadraturnı´ formule QI .
Pozna´mka 5.1. Pomocı´ kvadraturnı´ formule budeme aproximovat hodnotu integra´lu funkce fw,
to znamena´ ∫
I
f(x)w(x) dx ≈
n∑
i=1
Aif(xi) = Q
I(f), (14)
kde w je va´hova´ funkce (viz definice 3.1) .
Definice 5.2. Rˇekneme, zˇe kvadraturnı´ formule ma´ stupenˇ prˇesnosti k ∈ N0, jestlizˇe je vztah (14)
prˇesny´ pro vsˇechny polynomy stupneˇ nejvy´sˇe k a pro polynomy stupneˇ k+1 se jizˇ neˇjake´ (nenulove´)
chyby dopustı´me, tj. ∫
I
xjw(x) dx =
n∑
i=1
Aix
j
i
pro kazˇde´ j ∈ {0, 1, . . . , k} ,
∫
I
xk+1w(x) dx 6=
n∑
i=1
Aix
k+1
i .
5.2 Veˇta o existenci a jednoznacˇnosti
Veˇta 5.1. Pro libovolnou volbu uzlu˚ x1 < x2 < · · · < xn z intervalu I , kde n ∈ N, existuje pra´veˇ
jedna kvadraturnı´ formule QI(f) =
n∑
i=1
Aif(xi), ktera´ ma´ stupenˇ prˇesnosti alesponˇ n− 1.
Du˚kaz. Chceme-li, aby meˇla kvadraturnı´ formule stupenˇ prˇesnosti alesponˇ n− 1, musı´ platit
QI(1) = A1 +A2 + · · ·+An =
∫
I
w(x) dx
QI(x) = A1x1 +A2x2 + · · ·+Anxn =
∫
I
xw(x) dx
QI(x2) = A1x
2
1 +A2x
2
2 + · · ·+Anx2n =
∫
I
x2w(x) dx
. . .
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QI(xn−1) = A1xn−11 +A2x
n−1
2 + · · ·+Anxn−1n =
∫
I
xn−1w(x) dx.
Postupneˇ dosta´va´me soustavu n rovnic s nezna´my´mi A1, A2, . . . , An, kterou lze zapsat po-
mocı´ matice X .
Sloupce matice tvorˇı´ po sobeˇ jdoucı´ cˇleny geometricke´ posloupnosti, tedy platı´, zˇe
Xi,j = x
i−1
j . Jedna´ se o Vandermondovu matici, ktera´ je regula´rnı´ pro libovolnou n-tici navza´jem
ru˚zny´ch cˇı´sel x1, x2, . . . , xn. Vı´ce informacı´ mu˚zˇeme nale´zt v literaturˇe [3].
5.3 Kvadraturnı´ formule maxima´lnı´ prˇesnosti
Veˇta 5.2. Stupenˇ prˇesnosti libovolne´ kvadraturnı´ formule QI(f) =
n∑
i=1
Aif(xi) o n uzlech je
nejvy´sˇe 2n− 1.
Du˚kaz. Zde se nabı´zı´ du˚kaz sporem. Prˇedpokla´dejme, zˇe existuje kvadraturnı´ formule o n uzlech,
ktera´ ma´ stupenˇ prˇesnosti alesponˇ 2n.
Definujeme pomocnou funkci ω(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3) . . . (x− xn), ktera´ je poly-
nomem stupneˇ n. Pak by muselo platit, zˇe
∫
I
ω2(x)w(x) dx = QI(ω2) =
n∑
i=1
Aiω
2(xi) = 0, jelikozˇ ω
2 je stupneˇ 2n.
Za´rovenˇ vsˇak platı´, zˇe ω2w je spojita´ neza´porna´ funkce, ktera´ nenı´ identicky nulova´, musı´ tedy
mı´t kladny´ integra´l. Tı´mto se dosta´va´me do sporu.
5.4 Nutna´ podmı´nka
V prˇedchozı´ kapitole jsme vyloucˇili mozˇnost sestrojenı´ kvadraturnı´ formule o n uzlech se stup-
neˇm prˇesnosti 2n. Nabı´zı´ se ota´zka, jaka´ situace by nastala, pokud bychom se pokusili pro stejny´
pocˇet uzlu˚ sestavit kvadraturu se stupneˇm prˇesnosti o jedno mensˇı´m, tedy 2n−1. Rovneˇzˇ vyvsta´va´
ota´zka, zda je tato konstrukce mozˇna´ pro jake´koli prˇirozene´ cˇı´slo n.
Meˇjme tedy kvadraturnı´ formuli
QI(f) =
n∑
i=1
Aif(xi),
ktera´ ma´ stupenˇ prˇesnosti 2n− 1.
Opeˇt definujeme pomocny´ polynom ω(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3) . . . (x− xn) stupneˇ n.
Da´le uvazˇujme libovolny´ polynom p stupneˇ nejvy´sˇe n− 1. Pak platı´, zˇe ωp je polynomem stupneˇ
nejvy´sˇe 2n− 1. Dosta´va´me tedy vztah∫
I
ω(x)p(x)w(x) dx = QI(ωp) =
n∑
i=1
Aiω(xi)p(xi) = 0.
5 KVADRATURNI´ FORMULE A JEJI´ PRˇESNOST 32
Polynom ω, ktery´ je stupneˇ n, musı´ by´t kolmy´ (ve smyslu integra´lnı´ho skala´rnı´ho soucˇinu
〈u, v〉 = ∫
I
u(x)v(x)w(x) dx) ke vsˇem polynomu˚m nizˇsˇı´ho stupneˇ. Polynom ω je n-ty´m orto-
gona´lnı´m polynomem a jeho korˇeny jsou za´rovenˇ uzly kvadraturnı´ formule QI .
Na za´kladeˇ teˇchto u´vah mu˚zˇeme formulovat na´sledujı´cı´ veˇtu.
Veˇta 5.3. Ma´-li kvadraturnı´ formule QI(f) =
n∑
i=1
Aif(xi) o n uzlech stupenˇ prˇesnosti 2n − 1,
pak uzly te´to formule musı´ by´t korˇeny polynomu pIn.
Definice 5.3. Kvadraturnı´ formuli o n uzlech se stupneˇm prˇesnosti 2n− 1 budeme nazy´vat Gaus-
sova kvadratura.
5.5 Postacˇujı´cı´ podmı´nka
Za vhodny´ch podmı´nek je mozˇne´ veˇtu 5.3 obra´tit.
Veˇta 5.4. Necht’ x1 < x2 < · · · < xn jsou korˇeny polynomu pIn stupneˇ n a navı´c kvadraturnı´
formule QI(f) =
n∑
i=1
Aif(xi) (o n uzlech) ma´ stupenˇ prˇesnosti alesponˇ n− 1 (cozˇ lze zajistit dı´ky
veˇteˇ 5.1). Pak ma´ tato formule stupenˇ prˇesnosti 2n− 1.
Du˚kaz. Opeˇt definujeme polynom
ω(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3) . . . (x− xn)
stupneˇ n, ktery´ je nenulovy´m na´sobkem polynomu pIn (x1, . . . , xn jsou vzhledem k prˇedpokladu˚m
veˇty 5.4 korˇeny polynomu pIn). Da´le uvazˇujeme libovolny´ polynom σ stupneˇ nejvy´sˇe 2n − 1.
Pokud polynom σ vydeˇlı´me polynomem ω se zbytkem, zı´ska´va´me
σ(x) = ω(x)s(x) + r(x),
kde platı´:
st(s) ≤ 2n− 1− n = n− 1, st(r) ≤ n− 1.
Pak platı´ vztah ∫
I
σ(x)w(x) dx =
∫
I
ω(x)s(x)w(x) dx+
∫
I
r(x)w(x) dx.
Polynom pIn (a tedy i polynom ω) je ortogona´lnı´ vu˚cˇi vsˇem polynomu˚m nizˇsˇı´ho stupneˇ, tudı´zˇ∫
I
ω(x)s(x)w(x) dx = 0,
5 KVADRATURNI´ FORMULE A JEJI´ PRˇESNOST 33
tedy∫
I
σ(x)w(x) dx
ortogonalita
=
∫
I
r(x)w(x) dx
stupenˇ Q
= QI(r) =
n∑
i=1
Air(xi) =
n∑
i=1
Aiω(xi)s(xi)︸ ︷︷ ︸
=0
+
n∑
i=1
Air(xi) =
n∑
i=1
Ai(ω(xi)s(xi) + r(xi)) =
n∑
i=1
Aiσ(xi) = Q
I(σ), (15)
nebot’ dle prˇedpokladu˚ uvedene´ veˇty ma´ kvadraturnı´ formule QI stupenˇ prˇesnosti alesponˇ n − 1.
Z du˚kazu vyply´va´, zˇe kvadraturnı´ formule QI ma´ stupenˇ prˇesnosti 2n− 1.
5.6 Mozˇne´ potı´zˇe s konstrukcı´ kvadraturnı´ formule dane´ prˇesnosti
V prˇedchozı´ch kapitola´ch jsme zjistili, zˇe za jisty´ch podmı´nek jsme schopni sestavit kvad-
raturnı´ formuli se stupneˇm prˇesnosti 2n − 1. Nabı´zı´ se ota´zka, zda je tato konstrukce mozˇna´
pro jake´koli prˇirozene´ cˇı´slo n. Mohlo by se totizˇ sta´t, zˇe by prˇı´slusˇny´ ortogona´lnı´ polynom pIn
naprˇı´klad nemeˇl rea´lne´ korˇeny. Veˇta 3.1 na´m vsˇak zarucˇuje, zˇe podobna´ situace nenastane, tedy
zˇe kvadraturnı´ formuli stupneˇ prˇesnosti 2n − 1 je mozˇno sestrojit pro jake´koli prˇirozene´ cˇı´slo n,
kde n je pocˇet uzlu˚ kvadraturnı´ formule.
5.7 Chyba Gaussovy kvadraturnı´ formule
V prˇı´padeˇ, zˇe budeme integrovat funkci, jejı´zˇ integra´l nenı´ mozˇne´ spocˇı´tat analyticky, prˇı´padneˇ
pokud je toto rˇesˇenı´ prˇı´lisˇ slozˇite´, mu˚zˇeme hodnotu integra´lu te´to funkce aproximovat pomocı´
Gaussovy kvadraturnı´ formule QI , tzn.∫
I
f(x)w(x) dx ≈
n∑
i=1
Aif(xi)(= Q
I(f)),
prˇicˇemzˇ x1, x2, . . . , xn, ktere´ jsou korˇeny polynomu p
I
n, nazy´va´me uzly kvadraturnı´ formule Q
I ,
A1, A2, . . . , An koeficienty kvadraturnı´ formuleQ
I prˇı´slusˇne´ uzlu˚m x1, x2, . . . , xn spocˇı´tane´ pod-
le postupu z kapitoly 5.2 a w je va´hova´ funkce.
Prˇi takove´ aproximaci integra´lu se obecneˇ dopustı´me chyby. Tuto chybu oznacˇı´me R(f) a jejı´
hodnotu jsme schopni vypocˇı´tat prˇesneˇ jako rozdı´l hodnoty integra´lu funkce fw a hodnoty Gaus-
sovy kvadratury na prˇı´slusˇne´m intervalu.
R(f) =
∫
I
f(x)w(x) dx−QI(f). (16)
Nasˇı´m cı´lem je ovsˇem odhadnout chybu v prˇı´padeˇ, kdy obecneˇ nema´me k dispozici skutecˇnou
hodnotu integra´lu funkce fw. Pro odhadova´nı´ velikosti chyby, ktere´ se dopustı´me, kdyzˇ integra´l
funkce fw nahradı´me Gaussovou kvadraturou, na´m slouzˇı´ Hermitu˚v interpolacˇnı´ polynom, o neˇmzˇ
byla rˇecˇ v kapitole 4.2.
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Veˇta 5.5. Necht’ f je rea´lna´ funkce, ktera´ ma´ na intervalu I omezenou 2n-tou derivaci (n ∈ N).
Pak pro chybu Gaussovy kvadratury platı´ vztah
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
∫
I
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2w(x) dx, (17)
kde x1 < x2 < · · · < xn jsou korˇeny polynomu pIn, w je va´hova´ funkce a Ω je takove´ cˇı´slo, zˇe
pro vsˇechna x ∈ I platı´ |f (2n)(x)| ≤ Ω.
Du˚kaz. Funkci f interpolujeme pomocı´ Hermitova interpolacˇnı´ho polynomu H2n−1, ktery´ bu-
deme konstruovat v bodech x1, x2, . . . , xn ∈ I (jeho stupenˇ tedy bude nejvy´sˇe 2n− 1). Pro tento
polynom platı´ podmı´nky
H2n−1(xi) = f(xi) pro i ∈ {1, 2, . . . , n},
H ′2n−1(xi) = f
′(xi) pro i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Hodnoty xi, i ∈ {1, 2, . . . , n} jsou uzly Gaussovy kvadraturnı´ formule. Hodnotu funkce f
mu˚zˇeme vyja´drˇit jako
f(x) = H2n−1(x) +R(x), (18)
kde R(x) bude dle veˇty 4.4
R(x) =
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2
(2n)!
f (2n)(ξx). (19)
Mı´sto ξ pı´sˇeme ξx, nebot’ hodnota ξ za´visı´ na volbeˇ promeˇnne´ x. Pro kazˇde´ x z intervalu I
platı´, zˇe rovneˇzˇ prˇı´slusˇne´ ξx lezˇı´ v intervalu I .
Na za´kladeˇ vztahu˚ (16) a (18) mu˚zˇeme vyja´drˇit chybu Gaussovy kvadraturnı´ formule ve tvaru
R(f) =
∫
I
f(x)w(x) dx−
n∑
i=1
Aif(xi) =

∫
I
H2n−1(x)w(x) dx−
n∑
i=1
AiH2n−1(xi)

+
+

∫
I
R(x)w(x) dx−
n∑
i=1
AiR(xi)

 .
Kvadraturnı´ formule ma´ dle veˇty 5.4 stupenˇ prˇesnosti (2n − 1), takzˇe rozdı´l v prvnı´ za´vorce
bude roven nule. Navı´c vı´me, zˇe pro jednotlive´ uzly Hermitu˚v polynom naby´va´ stejny´ch hodnot
jako funkce f . Z toho vyply´va´, zˇe R(xi) = 0. Dosta´va´me rovnost
R(f) =
∫
I
R(x)w(x) dx.
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S pouzˇitı´m (19) zı´ska´me vztah
R(f) =
∫
I
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2
(2n)!
f (2n)(ξx)w(x) dx.
Pro absolutnı´ hodnotu chyby aproximace platı´
|R(f)| =
∣∣∣∣∣∣
∫
I
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2
(2n)!
f (2n)(ξx)w(x) dx
∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫
I
∣∣∣∣(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2(2n)! f (2n)(ξx)w(x)
∣∣∣∣ dx.
Nerovnost mu˚zˇeme na´sledneˇ upravit, jelikozˇ vy´razy
(x−x1)2(x−x2)2...(x−xn)2
(2n)! a w(x) jsou neza´por-
ne´. Zı´ska´me
|R(f)| ≤
∫
I
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2
(2n)!
|f (2n)(ξx)|w(x) dx.
Dle dokazovane´ veˇty mu˚zˇeme odhadnout funkci f (2n) na intervalu I
|f (2n)(ξx)| ≤ Ω.
Dosazenı´m zı´ska´me na´sledujı´cı´ vztah
|R(f)| ≤
∫
I
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2
(2n)!
Ωw(x) dx.
Hodnota Ω(2n)! je neza´visla´ na promeˇnne´ x, mu˚zˇeme ji tedy vytknout prˇed integra´l, cˇı´mzˇ obdrzˇı´me
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
∫
I
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2w(x) dx.
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6 Gaussova-Legendrova kvadraturnı´ formule
Prvnı´ z kvadraturnı´ch forem, jimizˇ se budeme zaby´vat, je Gaussova-Legendrova kvadratura.
Pra´veˇ tuto formuli budeme v ra´mci pra´ce detailneˇ rozebı´rat.
Definice 6.1. Uvazˇujme va´hovou funkci w(x) = 1 na intervalu I = 〈a, b〉. Polynomy, ktere´
zı´ska´me ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x2, . . . vzhledem ke skala´rnı´mu soucˇinu
〈u, v〉 =
b∫
a
u(x)v(x) dx,
jsou Legendrovy polynomy. Gaussovu kvadraturnı´ formuli pro aproximaci integra´lu
b∫
a
f(x) dx
budeme nazy´vat Gaussova-Legendrova kvadraturnı´ formule.
Veˇta 6.1. Necht’ f je rea´lna´ funkce, ktera´ ma´ na intervalu 〈a, b〉 omezenou 2n-tou derivaci
(n ∈ N). Pak pro chybu Gaussovy-Legendrovy kvadratury platı´ vztah
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
b∫
a
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2 dx, (20)
kde x1 < x2 < · · · < xn jsou korˇeny Legendrova polynomu L〈a,b〉n a Ω je takova´ hodnota, zˇe
pro kazˇde´ x ∈ 〈a, b〉 platı´ |f (2n)(x)| ≤ Ω.
Du˚kaz. Obecny´ du˚kaz byl proveden v kapitole 5.7.
Prˇı´klad 6.1. Pomocı´ Gaussovy-Legendrovy kvadraturnı´ formule o trˇech uzlech urcˇete prˇiblizˇneˇ
hodnotu integra´lu
2∫
−1
cosx dx a odhadneˇte chybu aproximace.
Platı´: f(x) = cosx, x ∈ 〈−1, 2〉, n = 3.
Uzly x1, x2, x3 jsou korˇeny Legendrova polynomu trˇetı´ho stupneˇ, ktery´ zı´ska´me transformacı´
polynomu
L
〈−1,1〉
3 (x) = x
3 − 3
5
x
pomocı´ vztahu (4). Korˇeny Legendrova polynomu L〈−1,1〉 budou vypadat na´sledovneˇ
x
〈−1,1〉
1 = −
√
15
5 , x
〈−1,1〉
2 = 0, x
〈−1,1〉
3 =
√
15
5 .
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Korˇeny Legendrova polynomu transformovane´ho na interval 〈a, b〉 mu˚zˇeme spocˇı´tat dle vzorce
x〈a,b〉 =
x〈−1,1〉 + 1
2
(b− a) + a.
Po dosazenı´
x〈−1,2〉 =
3(x〈−1,1〉 + 1)
2
− 1.
Hodnoty korˇenu˚ budou x1 = −3
√
15
10 +
1
2 , x2 =
1
2 , x3 =
3
√
15
10 +
1
2 .
Vypocˇı´ta´me koeficienty kvadraturnı´ formule
Q〈−1,2〉(1) = A1 +A2 +A3 =
2∫
−1
1 dx = 3
Q〈−1,2〉(x) = A1
(
−3
√
15
10
+
1
2
)
+A2
1
2
+A3
(
3
√
15
10
+
1
2
)
=
2∫
−1
x dx =
3
2
Q〈−1,2〉(x2) = A1
(
−3
√
15
10
+
1
2
)2
+A2
(
1
2
)2
+A3
(
3
√
15
10
+
1
2
)2
=
2∫
−1
x2 dx = 3.
Vyrˇesˇenı´m soustavy rovnic zı´ska´me A1 =
5
6 , A2 =
4
3 , A3 =
5
6 .
Sestavı´me Gaussovu-Legendrovu kvadraturu
Q〈−1,2〉(f) =
5
6
cos
(
−3√15
10
+
1
2
)
+
4
3
cos
1
2
+
5
6
cos
(
3
√
15
10
+
1
2
)
= 1, 751656940.
Pro vy´pocˇet odhadu chyby pouzˇijeme vztah
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
b∫
a
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2 dx.
Nejprve je nutne´ odhadnout hodnotu sˇeste´ derivace funkce f (n = 3)
f (6)(x) = − cosx.
Vı´me, zˇe
|f (6)(x)| ≤ 1.
Pro chybu Gaussovy-Legendrovy kvadratury platı´ odhad
|R(f)| ≤ 1
720
2∫
−1
(x+
3
√
15
10
− 1
2
)2(x− 1
2
)2(x− 3
√
15
10
− 1
2
)2 dx = 0, 001084821427.
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Absolutnı´ hodnotu skutecˇne´ chyby Gaussovy-Legendrovy kvadratury vypocˇı´ta´me jako
|R(f)| = |
2∫
−1
cos(x) dx−Q〈−1,2〉(x)| = 0, 0008885280.
Pro shrnutı´, odkad chyby spocˇı´tany´ pomocı´ vzorce (20) je prˇiblizˇneˇ 0, 001085, skutecˇna´ chyba
aproximace pak 0, 000889.
Pozna´mka 6.1. V prˇedchozı´m prˇı´kladu jsme se zaby´vali konstrukcı´ Gaussovy-Legendrovy kva-
dratury funkce, u nı´zˇ nenı´ obtı´zˇne´ spocˇı´tat integra´l analyticky. U´cˇelem konstrukce Gaussovy-
Legendrovy kvadratury je vsˇak spocˇı´tat integra´l funkce, pro kterou analyticke´ rˇesˇenı´ nenı´ mozˇne´
nebo je prˇı´lisˇ slozˇite´. V dalsˇı´ch prˇı´kladech se tedy budeme zaby´vat pra´veˇ teˇmito funkcemi.
Prˇı´klad 6.2. Pomocı´ Gaussovy-Legendrovy kvadraturnı´ formule o trˇech uzlech urcˇete prˇiblizˇneˇ
hodnotu integra´lu
1∫
−1
e−x2 dx a urcˇete chybu aproximace.
Platı´: f(x) = e−x2 , x ∈ 〈−1, 1〉, n = 3.
Pro ilustraci, graf funkce f bude vypadat na´sledovneˇ.
Obra´zek 6: Graf funkce e−x2 .
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Gaussovu-Legendrovu kvadraturu budeme konstruovat podle prˇedpisu
Q〈−1,1〉(f) = A1f(x1) +A2f(x2) +A3f(x3),
kde x1, x2, x3 jsou korˇeny Legendrova polynomu L
〈−1,1〉
3 a A1, A2, A3 koeficienty kvadraturnı´ for-
mule Q〈−1,1〉.
Nejprve spocˇı´ta´me hodnoty x1, x2, x3. Kvadraturnı´ formuli uvazˇujeme na intervalu 〈−1, 1〉, takzˇe
Legendru˚v polynom bude mı´t tvar
L
〈−1,1〉
3 (x) = x
3 − 3
5
x
s korˇeny x1 = −
√
15
5 , x2 = 0, x3 =
√
15
5 .
Da´le vypocˇı´ta´me koeficienty kvadraturnı´ formule jako rˇesˇenı´ na´sledujı´cı´ soustavy rovnic
Q〈−1,1〉(1) = A1 +A2 +A3 =
1∫
−1
1 dx = 2
Q〈−1,1〉(x) = A1
(
−
√
15
5
)
+A2 · 0 +A3
√
15
5
=
1∫
−1
x dx = 0
Q〈−1,1〉(x2) = A1
(
−
√
15
5
)2
+A2 · 0 +A3
(√
15
5
)2
+ =
1∫
−1
x2 dx =
2
3
.
Vyrˇesˇenı´m soustavy rovnic zı´ska´va´me koeficientyA1 =
5
9 , A2 =
8
9 , A3 =
5
9 . Prˇedpis pro Gaussovu-
Legendrovu kvadraturu bude vypadat na´sledovneˇ
Q〈−1,1〉(f) =
5
9
f(x1) +
8
9
f(x2) +
5
9
f(x3) =
5
9
e−(
√
15
5
)2 +
8
9
e0 +
5
9
e−(−
√
15
5
)2 .
Po vycˇı´slenı´ dosta´va´me
Q〈−1,1〉(f) = 1, 498679596.
Prˇiblizˇna´ hodnota integra´lu spocˇı´tana´ pomocı´ Gaussovy-Legendrovy kvadraturnı´ formule tedy
bude 1, 498679596. Da´le je trˇeba zjistit, jake´ chyby se touto aproximacı´ dopustı´me. Pro odhad
chyby budeme opeˇt pouzˇı´vat vztah
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
b∫
a
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2 dx.
Nejprve odhadneme hodnotu sˇeste´ derivace funkce f (n = 3), ktera´ ma´ na´sledujı´cı´ tvar
f (6)(x) = 8e−x
2
(−15 + 90x2 − 60x4 + 8x6).
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Jedna´ se o pomeˇrneˇ slozˇitou funkci, u ktere´ je obtı´zˇneˇjsˇı´ pocˇı´tat maximum, proto se spokojı´me
s hrubsˇı´m odhadem. Oznacˇme si tedy pro prˇehlednost cˇlen 8e−x2 jako f1(x) a cˇlen (−15+90x2−
60x4 + 8x6) jako f2(x). Platı´ tedy, zˇe f
(6) = f1f2. Hornı´ odhad funkce |f (6)| bude soucˇinem
hornı´ch odhadu˚ funkcı´ |f1| a |f2| na intervalu 〈−1, 1〉.
Vı´me, zˇe funkce e−x2 naby´va´ sve´ho maxima v bodeˇ x = 0. Z toho vyply´va´
|f1(x)| ≤ 8e0 = 8 (∀x ∈ 〈−1, 1〉).
Zby´va´ vysˇetrˇit maximum funkce f2, k cˇemuzˇ vyuzˇijeme metod matematicke´ analy´zy. Pro hornı´
odhad funkce |f2| platı´
|f2(x)| ≤ −40 + 20
√
10 < 24 (∀x ∈ 〈−1, 1〉).
Mu˚zˇeme tedy funkci f (6) odhadnout jako
|f (6)(x)| ≤ 192 (∀x ∈ 〈−1, 1〉)
a pro chybu Gaussovy-Legendrovy kvadratury platı´
|R(f)| ≤ 192
720
1∫
−1
(x+
√
15
5
)2(x− 0)2(x−
√
15
5
)2 dx = 0, 01219047619.
Prˇi aproximaci integra´lu se dopustı´me chyby o velikosti nejvy´sˇe 0, 01219047619. Dı´ky tomu
jsme schopni urcˇit interval, ve ktere´m se bude nacha´zet hledana´ hodnota integra´lu. Platı´
1∫
−1
e−x
2
dx ∈ 〈1, 498679596− 0, 012190476; 1, 498679596 + 0, 012190476〉.
Po u´praveˇ, pro hodnotu integra´lu pocˇı´tane´ho pomocı´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury platı´
1∫
−1
e−x
2
dx ∈ 〈1, 486489120, 1, 510870072〉.
Pro srovna´nı´, hodnota integra´lu funkce f spocˇı´tana´ numericky pomocı´ matematicke´ho softwaru je
1∫
−1
e−x
2
dx = 1, 493648266.
Jak vidı´me, hodnota integra´lu se nacha´zı´ v intervalu, ktery´ jsme spocˇı´tali. Navı´c platı´, zˇe od-
had chyby je prˇiblizˇneˇ 2, 5 kra´t veˇtsˇı´ nezˇ chyba skutecˇna´.
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Pozna´mka 6.2. Da´le mu˚zˇeme zjistit, jak se zmeˇnı´ hodnota Gaussovy-Legendrovy kvadratury a od-
had chyby v prˇı´padeˇ, zˇe zvy´sˇı´me pocˇet uzlu˚. Postup bude stejny´ jako v prˇedchozı´m prˇı´kladu.
Prˇı´klad 6.3. Pomocı´ Gaussovy-Legendrovy kvadraturnı´ formule o cˇtyrˇech uzlech urcˇete prˇiblizˇneˇ
hodnotu integra´lu
1∫
−1
e−x2 dx a urcˇete chybu aproximace.
Necht’ tedy n = 4, f(x) = e−x2 , x ∈ 〈−1, 1〉.
Legendru˚v polynom 4. stupneˇ na intervalu 〈−1, 1〉 bude mı´t korˇeny
x1 = −
√
525+70
√
30
35 , x2 = −
√
525−70√30
35 , x3 =
√
525−70√30
35 , x4 =
√
525+70
√
30
35 .
Vypocˇı´ta´me koeficienty kvadraturnı´ formule rˇesˇenı´m na´sledujı´cı´ soustavy rovnic.
Q〈−1,1〉(1) = A1 +A2 +A3 +A4 =
1∫
−1
1 dx = 2
Q〈−1,1〉(x) = A1x1 +A2x2 +A3x3 +A4x4 =
1∫
−1
x dx = 0
Q〈−1,1〉(x2) = A1x21 +A2x
2
2 +A3x
2
3 +A4x
2
4 =
1∫
−1
x2 dx =
2
3
Q〈−1,1〉(x3) = A1x31 +A2x
3
2 +A3x
3
3 +A4x
3
4 =
1∫
−1
x3 dx = 0.
Zı´skane´ koeficienty budou A1 = A4 =
−√30+18
180 , A2 = A3 =
√
30+18
36 .
Na za´kladeˇ zı´skany´ch hodnot mu˚zˇeme sestavit Gaussovu-Legendrovu kvadraturu
Q〈−1,1〉(f) =
−√30 + 18
180
e−(−
√
525+70
√
30
35
)2 +
√
30 + 18
36
e−(−
√
525−70√30
35
)2+
+
√
30 + 18
36
e−(
√
525−70√30
35
)2 +
−√30 + 18
180
e−(
√
525+70
√
30
35
)2 .
Po vycˇı´slenı´ dostaneme
Q〈−1,1〉(f) = 1, 493334621.
Prˇistoupı´me k odhadu chyby. Nejdrˇı´ve na´s bude zajı´mat odhad 8. derivace (n = 4), jejı´zˇ
prˇedpis bude
f (8)(x) = 16e−x
2
(105− 840x2 + 840x4 − 224x6 + 16x8).
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Funkci budeme odhadovat podobneˇ jako v prˇedchozı´m prˇı´kladu, tentokra´t s vyuzˇitı´m matema-
ticke´ho softwaru.
|f (8)(x)| ≤ 16 · 145 = 2320 (∀x ∈ 〈−1, 1〉).
Po dosazenı´ do vzorce (20) platı´
|R(f)| ≤ 2320
40320
1∫
−1
(x+
√
525 + 70
√
30
35
)2(x+
√
525− 70√30
35
)2
(x−
√
525− 70√30
35
)2(x−
√
525 + 70
√
30
35
)2 dx = 0, 0006680344064.
Hodnota integra´lu se tedy bude nacha´zet v intervalu
〈1, 492666587; 1, 494002655〉,
cozˇ je ve srovna´nı´ s prˇedchozı´m vy´sledkem mnohem prˇesneˇjsˇı´ odhad.
Pozna´mka 6.3. Budeme sledovat, jak se meˇnı´ chyba aproximace v za´vislosti na pocˇtu uzlu˚.
S vysˇsˇı´m stupneˇm Legendrovy´ch polynomu˚ je pro jejich slozˇitost nutne´ k vy´pocˇtu korˇenu˚ pouzˇı´vat
matematicky´ software a hodnoty jizˇ nejsou u´plneˇ prˇesne´, nebot’ se jejich korˇeny jizˇ musı´ pocˇı´tat
numericky.
Prˇı´klad 6.4. Urcˇete odhad chyby a skutecˇnou chybu aproximace hodnoty integra´lu
1∫
−1
e−x2 dx pomocı´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury s n uzly, kde n ∈ {2, 3, . . . , 10}. Odhady
chyb aproximace pocˇı´tane´ pomocı´ vzorcu˚ a skutecˇne´ chyby pocˇı´tane´ pomocı´ softwaru mu˚zˇeme
videˇt v na´sledujı´cı´ tabulce. V poslednı´m sloupci rovneˇzˇ mu˚zˇeme sledovat pomeˇr odhadu chyby
vu˚cˇi chybeˇ skutecˇne´.
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Pocˇet uzlu˚ Odhad chyby Skutecˇna´ chyba Pomeˇr chyb
2 1, 48148 · 10−1 6, 05856 · 10−2 2, 45
3 1, 21904 · 10−2 5, 03133 · 10−3 2, 42
4 6, 68034 · 10−4 3, 13644 · 10−4 2, 13
5 3, 15415 · 10−5 1, 56551 · 10−5 2, 01
6 1, 26593 · 10−6 6, 23933 · 10−7 2, 03
7 4, 40590 · 10−8 2, 32464 · 10−8 1, 89
8 1, 61852 · 10−9 7, 25840 · 10−10 2, 23
9 5, 20346 · 10−11 2, 01498 · 10−11 2, 58
10 1, 33064 · 10−12 5, 03488 · 10−13 2, 64
Jak mu˚zˇeme videˇt, se zvysˇujı´cı´m se pocˇtem uzlu˚ klesa´ hodnota skutecˇne´ chyby i jejı´ odhad.
Pomeˇr odhadu chyby a skutecˇne´ chyby se pohybuje mezi hodnotami 1, 89 a 2, 64.
Pozna´mka 6.4. Zaby´vejme se opeˇt funkcı´ f(x) = e−x2 na intervalu 〈−1, 1〉. Nynı´ budeme
zkoumat, jak se zmeˇnı´ odhad chyby a skutecˇna´ chyba v prˇı´padeˇ, zˇe se rozhodneme interval
nejprve rozdeˇlit tak, abychom zachovali pocˇet uzlu˚ a za´rovenˇ na kazˇde´m subintervalu konstru-
ovali Gaussovu-Legendrovu kvadraturu jen pro dva, prˇı´padneˇ trˇi uzly. Vy´sledky pak mu˚zˇeme po-
rovna´vat s hodnotami ve vy´sˇe uvedene´ tabulce.
Uvazˇujme nejprve 4 uzly. Tentokra´t vsˇak nebudeme potrˇebovat Legendru˚v polynom cˇtvrte´ho
stupneˇ, mı´sto toho si interval 〈−1, 1〉 rozdeˇlı´me na dva subintervaly se dveˇma uzly v kazˇde´m su-
bintervalu,
I1 = 〈−1, 0〉,
I2 = 〈0, 1〉
a na teˇchto intervalech jizˇ budeme konstruovat Gaussovy-Legendrovy kvadratury pouze pro dva
uzly. Zameˇrˇme se nejprve na interval I1. Postup bude stejny´ jako v prˇedchozı´ch prˇı´kladech.
Hodnota Gaussovy-Legendrovy kvadratury Q
〈−1,0〉
1 bude
Q
〈−1,0〉
1 (f) = 0, 7465946883
a hodnota Q
〈0,1〉
2
Q
〈0,1〉
2 (f) = 0, 7465946883.
Vy´sledna´ hodnota slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury Q
〈−1,1〉
s bude soucˇtem Q
〈−1,0〉
1
a Q
〈0,1〉
2 , to znamena´
Q〈−1,1〉s (f) = 1, 493189377.
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Dalsˇı´m krokem bude odhad chyby pro oba intervaly.
|R1(f)| ≤ 0, 00462962,
|R2(f)| ≤ 0, 00462962.
Vy´sledny´ odhad chyby pak bude jejich soucˇtem.
|R(f)| ≤ 0, 00925925.
Pro srovna´nı´, skutecˇna´ chyba zı´skana´ rozdeˇlenı´m intervalu je asi 1, 46 kra´t veˇtsˇı´ nezˇ hodnota
v tabulce, ktera´ prˇı´slusˇı´ cˇtyrˇem uzlu˚m. Odhad chyby pak bude asi 13, 9 kra´t veˇtsˇı´.
Da´le uvazˇujme 6 uzlu˚. Nejprve rozdeˇlme interval na 3 subintervaly se dveˇma uzly v kazˇde´m
subintervalu. Hodnota slozˇene´ kvadraturnı´ formule bude
Q〈−1,1〉(f) = 0, 4255470159 + 0, 6424269628 + 0, 4255470159 = 1, 493520995,
|R(f)| ≤ 0, 00060966316 + 0, 000365797 + 0, 00060966316 = 0, 00158512332.
Na´sledneˇ zkusme interval 〈−1, 1〉 rozdeˇlit na dva subintervaly se trˇemi uzly v kazˇde´m subinter-
valu.
Q〈−1,1〉s (f) = 0, 7468145842 + 0, 7468145842 = 1, 493629168,
|R(f)| ≤ 0, 000099206349 + 0, 000099206349 = 0, 0001984126984.
Jak mu˚zˇeme videˇt, odhad chyby pro dva subintervaly je prˇiblizˇneˇ desetkra´t mensˇı´ nezˇ pro trˇi
subintervaly. Rovneˇzˇ hodnota kvadratury je v druhe´m prˇı´padeˇ blizˇsˇı´ hodnoteˇ skutecˇne´
(1, 493648266). Pro srovna´nı´, odhad chyby pro 3 subintervaly bude 1252 kra´t veˇtsˇı´ nezˇ hodnota
v tabulce, cozˇ uzˇ je vy´razneˇ hrubsˇı´ odhad. Pro 2 subintervaly bude chyba 157 kra´t veˇtsˇı´.
Dalsˇı´ zkoumany´ pocˇet uzlu˚ bude 9. Interval rozdeˇlı´me na 3 subintervaly se trˇemi uzly v kazˇde´m
subintervalu.
Q〈−1,1〉s (f) = 0, 4254336684 + 0, 7468145842 + 0, 4254336684 = 1, 493647702,
|R(f)| ≤ 0, 5806315820 · 10−5 + 0, 3483789492 · 10−5 + 0, 5806315820 · 10−5 =
= 0, 00001509642113.
Pro srovna´nı´, odhad chyby pro 3 subintervaly bude prˇiblizˇneˇ 290123 kra´t veˇtsˇı´ nezˇ prˇı´slusˇna´
hodnota v tabulce, skutecˇna´ chyba pak bude 27991 kra´t veˇtsˇı´.
Poslednı´ sledovany´ pocˇet uzlu˚ bude 10. Interval rozdeˇlı´me na 5 subintervalu˚ se dveˇma uzly
v kazˇde´m subintervalu.
Q〈−1,1〉s (f) =0, 2116854962 + 0, 3377789968 + 0, 3947020647 + 0, 3377789968+
+0, 2116854962 = 1, 493631050,
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|R(f)| ≤0, 000047407407 + 0, 000024651852 + 0, 000021807407 + 0, 000024651852+
+0, 000047407407 = 0, 0001659259259.
Odhad chyby pro 5 subintervalu˚ bude dokonce 1, 24696331 · 108 kra´t veˇtsˇı´ a skutecˇna´ chyba
3, 419346638 · 107 kra´t veˇtsˇı´ nezˇ prˇı´slusˇna´ hodnota v tabulce. Z toho vyply´va´, zˇe dosa´hneme
vy´razne´ho zjednodusˇenı´, ale na u´kor prˇesnosti.
6.1 Chyba slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury
Zameˇrˇı´me-li se na prˇı´klad 6.4, odhad chyby i jejı´ skutecˇna´ hodnota se postupneˇ snizˇovaly
s rostoucı´m pocˇtem uzlu˚. Na druhou stranu vsˇak s rostoucı´m n roste stupenˇ Legendrova poly-
nomu a k zı´ska´nı´ jeho korˇenu˚ je nutne´ pouzˇı´t matematicky´ software. Tı´m se vsˇak znacˇneˇ snizˇuje
vy´znam Gaussovy-Legendrovy kvadratury. Nabı´zı´ se ota´zka, zda nebude efektivneˇjsˇı´ zadany´ inter-
val nejprve rozdeˇlit na k subintervalu˚, na ktery´ch jizˇ budeme konstruovat Gaussovu-Legendrovu
kvadraturu s mensˇı´m pocˇtem uzlu˚.
Definice 6.2. Rozdeˇlme interval 〈a, b〉 na k stejneˇ dlouhy´ch subintervalu˚. Slozˇenou Gaussovou-
Legendrovou kvadraturou na intervalu 〈a, b〉 rozumı´me prˇedpis
Q
〈a,b〉
S : f 7→
k∑
j=1
n∑
i=1
A
〈aj ,bj〉
i f(x
〈aj ,bj〉
i )(=
k∑
j=1
Q〈aj ,bj〉(f)), (21)
ktery´ kazˇde´ funkci f spojite´ na intervalu 〈a, b〉, kde a, b ∈ R, a < b, prˇirˇadı´ cˇı´slo
k∑
j=1
Q〈aj ,bj〉(f).
Hodnoty aj , bj , j ∈ {1, 2, . . . , k} jsou krajnı´ body jednotlivy´ch subintervalu˚ a platı´
aj =a+ (j − 1)b− a
k
,
bj =a+ j
b− a
k
.
Hodnoty x
〈aj ,bj〉
1 , x
〈aj ,bj〉
2 , . . . , x
〈aj ,bj〉
n , kde aj ≤ x〈aj ,bj〉1 < x〈aj ,bj〉2 < · · · < x〈aj ,bj〉n ≤ bj ,
jsou korˇeny Legendrova polynomu L
〈aj ,bj〉
n a A
〈aj ,bj〉
1 , A
〈aj ,bj〉
2 , . . . , A
〈aj ,bj〉
n ∈ R jsou jim prˇı´slusˇne´
koeficienty kvadraturnı´ formule Q〈aj ,bj〉.
Pro dalsˇı´ u´vahy je nejprve nutne´ uve´st na´sledujı´cı´ veˇtu.
Veˇta 6.2. (aditivita urcˇite´ho integra´lu vzhledem k mezı´m) Necht’ f je funkce integrovatelna´ na in-
tervalu 〈a, b〉. Bud’ c ∈ (a, b) libovolne´. Pak je f integrovatelna´ na intervalech 〈a, c〉 a 〈c, b〉
a platı´
b∫
a
f(x) dx =
c∫
a
f(x) dx+
b∫
c
f(x) dx.
Du˚kaz. Du˚kaz je rozebra´n v literaturˇe [1].
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Vyuzˇijeme toho, zˇe vy´sˇe uvedena´ veˇta se da´ matematickou indukcı´ zobecnit pro libovolny´
konecˇny´ pocˇet podintervalu˚ intervalu 〈a, b〉.
Veˇta 6.3. Necht’ funkce f je integrovatelna´ na 〈a, b〉, necht’ da´le k ∈ N je pocˇet podintervalu˚
intervalu 〈a, b〉 a aj , bj , j ∈ {1, 2, . . . , k} jsou krajnı´ body jednotlivy´ch podintervalu˚, prˇicˇemzˇ
platı´ a = a1 < b1 = a2 < b2 · · · < ak < bk = b. Pak je funkce f integrovatelna´ na intervalech
〈aj , bj〉 a platı´
b∫
a
f(x) dx =
k∑
j=1
bj∫
aj
f(x) dx.
Z vy´sˇe uvedene´ veˇty rovneˇzˇ plyne, zˇe hodnotu integra´lu funkce f mu˚zˇeme aproximovat soucˇ-
tem kvadraturnı´ch formulı´ Q〈aj ,bj〉, kde aj , bj , j ∈ {1, 2, . . . , k} jsou krajnı´ body podintervalu˚
intervalu 〈a, b〉. To znamena´
b∫
a
f(x) dx ≈
k∑
j=1
n∑
i=1
A
〈aj ,bj〉
i f(x
〈aj ,bj〉
i )

= k∑
j=1
Q〈aj ,bj〉(f)

 ,
kde x
〈aj ,bj〉
1 , x
〈aj ,bj〉
2 , . . . , x
〈aj ,bj〉
n jsou uzly kvadraturnı´ formule Q
〈aj ,bj〉 a A〈aj ,bj〉1 , A
〈aj ,bj〉
2 ,
. . . , A
〈aj ,bj〉
n koeficienty kvadraturnı´ formule Q
〈aj ,bj〉.
Pokud aproximujeme hodnotu integra´lu funkce f pomocı´ slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kva-
draturnı´ formule, dopustı´me se jiste´ chyby. Tuto chybu oznacˇı´me jako R(f) a jejı´ hodnotu jsme
schopni vypocˇı´tat prˇesneˇ jako soucˇet rozdı´lu˚ hodnot integra´lu˚ funkce f a hodnot Gaussovy-Legend-
rovy kvadratury na jednotlivy´ch subintervalech, tj.
R(f) =
k∑
j=1


bj∫
aj
f(x) dx−Q〈aj ,bj〉(f)

 .
Cˇasto vsˇak pocˇı´ta´me s funkcı´, jejı´zˇ integra´l nenı´ mozˇno spocˇı´tat analyticky. Nenı´ tudı´zˇ mozˇne´
spocˇı´tat hodnotu chyby prˇesneˇ a je nutne´ prˇistoupit k jejı´mu odhadu.
Veˇta 6.4. Rozdeˇlme interval 〈a, b〉 na k stejneˇ velky´ch podintervalu˚. Necht’ n ∈ N je pocˇet uzlu˚
Gaussovy-Legendrovy kvadraturnı´ formule v jednotlivy´ch podintervalech a f je rea´lna´ funkce,
ktera´ ma´ na intervalu 〈a, b〉 omezenou 2n-tou derivaci. Pak pro chybu slozˇene´ Gaussovy-Legendro-
vy kvadratury platı´ vztah
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
(b− a)2n+1
22n+1k2n
In, (22)
prˇicˇemzˇ
In =
1∫
−1
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2 dx,
kde x1 < x2 < · · · < xn jsou korˇeny Legendrova polynomu L〈−1,1〉n a Ω je takova´ hodnota, zˇe
pro kazˇde´ x ∈ 〈a, b〉 platı´ |f (2n)(x)| ≤ Ω.
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Du˚kaz. Chyba slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury bude soucˇtem chyb na jednotlivy´ch su-
bintervalech. Ty spocˇı´ta´me pomocı´ vzorce (20), tj.
|R(f)| ≤
k∑
j=1
Ω
(2n)!
bj∫
aj
(x− x〈aj ,bj〉1 )2(x− x〈aj ,bj〉2 )2 . . . (x− x〈aj ,bj〉n )2 dx.
Prˇipomenˇme si, zˇe hodnoty x
〈aj ,bj〉
1 , x
〈aj ,bj〉
2 , . . . , x
〈aj ,bj〉
n jsou korˇeny Legendrova polynomu
L
〈aj ,bj〉
n , platı´ tudı´zˇ
x〈aj ,bj〉 =
x〈−1,1〉 + 1
2
(bj − aj) + aj .
Da´le vı´me, zˇe hodnoty aj , bj mu˚zˇeme vyja´drˇit jako a+ (j − 1) b−ak , a+ j b−ak . Platı´ tedy
x〈a+(j−1) b−ak ,a+j b−ak 〉 =x
〈−1,1〉 + 1
2
(a+ j
b− a
k
− a− (j − 1)b− a
k
) + a+ (j − 1)b− a
k
=
=
x〈−1,1〉 + 1
2
(
b− a
k
) + a+ (j − 1)b− a
k
.
Po u´praveˇ dosta´va´me vztah
|R(f)| ≤
k∑
j=1
Ω
(2n)!
a+j b−a
k∫
a+(j−1) b−a
k
(
x−
(
x
〈−1,1〉
1 + 1
2
b− a
k
+ a+ (j − 1)b− a
k
))2
(
x−
(
x
〈−1,1〉
2 + 1
2
b− a
k
+ a+ (j − 1)b− a
k
))2
. . .
(
x−
(
x
〈−1,1〉
n + 1
2
b− a
k
+ a+ (j − 1)b− a
k
))2
dx.
Zaved’me na´sledujı´cı´ substituci
u =x− a− (j − 1)b− a
k
du =dx
a+ (j − 1)b− a
k
7→ a+ (j − 1)b− a
k
− a− (j − 1)b− a
k
= 0
a+ j
b− a
k
7→ a+ j b− a
k
− a− (j − 1)b− a
k
=
b− a
k
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a zı´ska´va´me
|R(f)| ≤
k∑
j=1
Ω
(2n)!
b−a
k∫
0
(
u− x
〈−1,1〉
1 + 1
2
b− a
k
)2
(
u− x
〈−1,1〉
2 + 1
2
b− a
k
)2
. . .
(
u− x
〈−1,1〉
n + 1
2
b− a
k
)2
du.
Ze vsˇech n za´vorek (korˇeny Legendrova polynomu majı´ indexy 1, 2, . . . , n) mu˚zˇeme vytknout
zlomek b−a2k a zı´ska´va´me
|R(f)| ≤ (b− a)
2n
22nk2n
k∑
j=1
Ω
(2n)!
b−a
k∫
0
(
2ku
b− a − x
〈−1,1〉
1 − 1
)2
(
2ku
b− a − x
〈−1,1〉
2 − 1
)2
. . .
(
2ku
b− a − x
〈−1,1〉
n − 1
)2
du.
Opeˇt zavedeme substituci
v =
2ku
b− a − 1
b− a
2k
dv =du
0 7→ 0− 1 = −1
b− a
k
7→ 2k(b− a)
k(b− a) − 1 = 2− 1 = 1
a dostaneme
|R(f)| ≤ (b− a)
2n+1
22n+1k2n+1
k∑
j=1
Ω
(2n)!
1∫
−1
(
v − x〈−1,1〉1
)2 (
v − x〈−1,1〉2
)2
. . .
(
v − x〈−1,1〉n
)2
dv.
V souladu s dokazovanou veˇtou oznacˇı´me promeˇnnou v jako x a uzly x
〈−1,1〉
1 , x
〈−1,1〉
2 , . . . ,
x
〈−1,1〉
n jako x1, x2, . . . , xn.
Vsˇimneˇme si, zˇe hodnota integra´lu je neza´visla´ na j, takzˇe ji mu˚zˇeme vytknout. Tote´zˇ platı´
ipro 1(2n)! a Ω, takzˇe obdrzˇı´me vztah
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
(b− a)2n+1
22n+1k2n
1∫
−1
(x− x1)2 (x− x2)2 . . . (x− xn)2 dx.
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Pozna´mka 6.5. Povsˇimneˇme si, zˇe hodnoty In za´visı´ pouze na pocˇtu uzlu˚. Pro zjednodusˇenı´
dalsˇı´ch vy´pocˇtu˚ mu˚zˇeme hodnoty In pro prvnı´ch neˇkolik n tabelovat.
Pocˇet uzlu˚ 1 2 3 4 5
In
2
3
8
45
8
175
128
11025
128
43659
Prˇı´klad 6.5. Urcˇete, jak se meˇnı´ odhad chyby aproximace integra´lu
1∫
−1
e−x2 dx s rostoucı´m k. In-
tegra´l funkce f aproximujte slozˇenou Gaussovou-Legendrovou kvadraturou o trˇech uzlech v kazˇ-
de´m subintervalu.
Odhad chyby slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury budeme pocˇı´tat pomocı´ vztahu
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
(b− a)2n+1
22n+1k2n
In.
Nejprve je zapotrˇebı´ odhadnout maximum sˇeste´ derivaci funkce f na intervalu 〈−1, 1〉. Z prˇı´kladu
6.2 vı´me, zˇe
|f (6)(x)| ≤ 192 (∀x ∈ 〈−1, 1〉).
Hodnotu I3, vyhleda´me v tabulce z pozna´mky 6.5.
Po dosazenı´ do vzorce (22) platı´
|R(f)| ≤ 192
720
27
27k6
8
175
.
Odhady chyby pro jednotlive´ hodnoty k jsou zaneseny v na´sledujı´cı´ tabulce.
Pocˇet podintervalu˚ Odhad chyby
2 1, 904762 · 10−4
3 1, 672218 · 10−4
4 2, 976190 · 10−6
5 7, 801904 · 10−7
6 2, 612842 · 10−7
7 1, 036173 · 10−7
8 4, 650297 · 10−8
9 2, 229385 · 10−7
10 1, 219047 · 10−8
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6.2 Konstrukce Gaussovy-Legendrovy kvadratury s danou prˇesnostı´
V prˇedchozı´ kapitole jsme sestavili obecny´ vztah, jehozˇ prostrˇednictvı´m mu˚zˇeme odhadnout
chybu aproximace slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury v prˇı´padeˇ, zˇe se rozhodneme zkou-
many´ interval rozdeˇlit na obecneˇ k stejneˇ velky´ch subintervalu˚. Zaby´vejme se nynı´ opacˇnou si-
tuacı´. Meˇjme zada´nu absolutnı´ hodnotu maxima´lnı´ pozˇadovane´ chyby aproximace (oznacˇme ji E)
a hledejme takovy´ pocˇet podintervalu˚ intervalu, prˇi ktere´m se na´m podarˇı´ te´to prˇesnosti dosa´hnout
za prˇepokladu, zˇe pocˇet uzlu˚ v kazˇde´m subintervalu zu˚sta´va´ konstantnı´.
Jak jsme zjistili v prˇedchozı´ kapitole, pro chybu aproximace platı´ vztah (22). Chceme-li, aby
odhadovana´ chyba neprˇekrocˇila zadanou hodnotu E, stacˇı´, aby platilo (vzhledem k (22))
Ω
(2n)!
(b− a)2n+1
22n+1k2n
In ≤ E,
kde Ω je je libovolny´ hornı´ odhad funkce |f (2n)| na intervalu 〈a, b〉. Jelikozˇ k ∈ N, je k2n > 0.
Rovneˇzˇ platı´ E > 0. Hodnotu k mu˚zˇeme vyja´drˇit jako
k ≥ 2n
√
Ω
(2n)!
(b− a)2n+1
22n+1E
In.
Prˇı´klad 6.6. Urcˇete, kolik podintervalu˚ je zapotrˇebı´ k dosazˇenı´ prˇesnosti E = 10−4, jestlizˇe platı´
f(x) = e−x2 , x ∈ 〈−1, 1〉, n = 2.
Hodnotu k budeme pocˇı´tat pomocı´ vztahu
k ≥ 2n
√
Ω
(2n)!
(b− a)2n+1
22n+1E
In.
Nejprve je potrˇeba odhadnout absolutnı´ hodnotu sˇeste´ derivace funkce f . Jak jsme jizˇ rˇesˇili
v prˇı´kladu 6.2, |f (6)(x)| ≤ 192 pro x ∈ 〈−1, 1〉. Hodnotu I3 zı´ska´me z tabulky 6.5. Po dosa-
zenı´ zı´ska´me
k ≥ 6
√
192
(6)!
27
27E
8
175
= 2, 226743082.
Je tedy zapotrˇebı´ rozdeˇlit interval 〈−1, 1〉 alesponˇ na trˇi subintervaly.
Pro kontrolu, v prˇı´padeˇ, zˇe k = 3, je odhad chyby aproximace roven hodnoteˇ 0, 0000167222.
Pokud bychom zvolili k = 2, dostaneme odhad o velikosti 0, 000190476, ktery´ je jizˇ veˇtsˇı´ nezˇ
pozˇadovana´ hodnota.
6.3 Srovna´nı´ chyby Gaussovy-Legendrovy kvadratury a Simpsonova pravidla
Abychom mohli plneˇ urcˇit prˇı´nos konstrukce slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury, bu-
deme dosazˇene´ vy´sledky porovna´vat s vy´sledky zı´skany´mi dalsˇı´ numerickou metodou. V nasˇem
prˇı´padeˇ budeme integra´l funkce f aproximovat pomocı´ slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadra-
tury se dveˇma uzly v kazˇde´m podintervalu a jako druhou metodu zvolı´me slozˇene´ Simpsonovo
pravidlo.
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6.3.1 Slozˇene´ Simpsonovo pravidlo
Rozdeˇlı´me si zadany´ interval 〈a, b〉 na k stejneˇ velky´ch subintervalu˚ s krajnı´mi body aj , bj ,
j ∈ {1, 2, . . . , k}. Integra´l funkce f na intervalu 〈a, b〉 budeme aproximovat pomocı´ na´sledujı´cı´ho
vzorce
b∫
a
f(x) dx ≈ b− a
6k
k∑
i=1
(
f(aj) + f(bj) + 4f(
aj + bj
2
)
)
.
V souladu s kapitolou 6.1 platı´
aj =a+ (j − 1)b− a
k
,
bj =a+ j
b− a
k
.
Po dosazenı´
b∫
a
f(x) dx ≈
≈ b− a
6k
k∑
i=1
(
f(a+ (j − 1)b− a
k
) + f(a+ j
b− a
k
) + 4f(a+ j
b− a
k
− b− a
2k
)
)
.
Pokud si interval 〈a, b〉 rozdeˇlı´me na obecneˇ k subintervalu˚, budeme vlastneˇ konstruovat Simp-
sonovu kvadraturu na 2k + 1 uzlech. Pro chybu Simpsonova pravidla platı´ na´sledujı´cı´ veˇta.
Veˇta 6.5. Necht’ f je rea´lna´ funkce, ktera´ ma´ na intervalu 〈a, b〉 omezenou cˇtvrtou derivaci. In-
terval 〈a, b〉 rozdeˇlı´me na k stejneˇ velky´ch podintervalu˚. Pak pro chybu slozˇene´ho Simpsonova
pravidla platı´ vztah
|R(f)| ≤ Ω
180
(b− a)5
24k4
, (23)
kde Ω je takova´ hodnota, zˇe pro kazˇde´ x ∈ 〈a, b〉 platı´ |f (2n)(x)| ≤ Ω.
Du˚kaz. Du˚kaz je proveden v literaturˇe [1].
6.3.2 Slozˇena´ Gaussova-Legendrova kvadratura
Zadany´ interval rozdeˇlı´me na k stejneˇ velky´ch subintervalu˚ s n uzly v kazˇde´m podintervalu.
Hodnotu integra´lu funkce f pak budeme aproximovat pomocı´ vzorce
b∫
a
f(x) dx ≈
k∑
j=1
n∑
i=1
A
〈aj ,bj〉
i f(x
〈aj ,bj〉
i )

= k∑
j=1
Q〈aj ,bj〉(f)

 ,
kde x
〈aj ,bj〉
1 < x
〈aj ,bj〉
2 < · · · < x〈aj ,bj〉n jsou korˇeny Legendrova polynomu L〈aj ,bj〉n a hodnoty
A
〈aj ,bj〉
1 , A
〈aj ,bj〉
2 , . . . , A
〈aj ,bj〉
n jim prˇı´slusˇne´ koeficienty kvadraturnı´ formule.
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Pozna´mka 6.6. Na za´kladeˇ pozorova´nı´ mu˚zˇeme uvedeny´ vztah zjednodusˇit. Rozdeˇlme interval
〈a, b〉 na k ∈ N stejneˇ velky´ch subintervalu˚ s krajnı´mi body aj , bj . Necht’ n ∈ N je pocˇet uzlu˚
Gaussovy-Legendrovy kvadraturnı´ formule v kazˇde´m podintervalu. Pak jsou koeficienty A
〈aj ,bj〉
1 ,
A
〈aj ,bj〉
2 , . . . , A
〈aj ,bj〉
n neza´visle´ na hodnoteˇ j.
Du˚kaz. Pomocı´ Gaussovy-Legendrovy kvadraturnı´ formule s uzly x
〈aj ,bj〉
1 < x
〈aj ,bj〉
2 < · · · <
x
〈aj ,bj〉
n , prˇicˇemzˇ x
〈aj ,bj〉
1 , x
〈aj ,bj〉
2 , . . . , x
〈aj ,bj〉
n jsou korˇeny Legendrova polynomu L
〈aj ,bj〉
n , budeme
aproximovat hodnotu integra´lu
bj∫
aj
l
j
i (x) dx,
kde l
j
i je elementa´rnı´ Lagrangeu˚v polynom stupneˇ n − 1 konstruovany´ v bodech x
〈aj ,bj〉
1 , x
〈aj ,bj〉
2
,. . . , x
〈aj ,bj〉
n pomocı´ vztahu (6).
Vzhledem k tomu, zˇe Gaussova-Legendrova kvadraturnı´ formule na n uzlech bude mı´t stupenˇ
prˇesnosti 2n− 1, mu˚zˇeme psa´t
bj∫
aj
l
j
i (x) dx =
n∑
i=0
A
〈aj ,bj〉
i l
j
i (x).
Vı´me, zˇe
l
j
i (x
〈aj ,bj〉
l ) = 0 pro l 6= i
a
l
j
i (x
〈aj ,bj〉
l ) = 1 pro l = i.
Platı´ tedy vztah
bj∫
aj
l
j
i (x) dx = A
〈aj ,bj〉
i .
Podobneˇ jako v prˇedchozı´ kapitole mu˚zˇeme vyja´drˇit hodnoty aj , bj .
aj =a+ (j − 1)b− a
k
,
bj =a+ j
b− a
k
a vzhledem k (6) mu˚zˇeme psa´t
A
〈aj ,bj〉
i =
a+j b−a
k∫
a+(j−1) b−a
k
n∏
l=1,l 6=i
(x− x〈aj ,bj〉l )
n∏
l=1,l 6=i
(x
〈aj ,bj〉
i − x
〈aj ,bj〉
l )
dx.
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Prˇipomenˇme si, zˇe hodnoty x
〈aj ,bj〉
1 , x
〈aj ,bj〉
2 , . . . , x
〈aj ,bj〉
n jsou korˇeny Legendrova polynomu
L
〈aj ,bj〉
n , platı´ tudı´zˇ
x〈aj ,bj〉 =
x〈−1,1〉 + 1
2
(bj − aj) + aj = x
〈−1,1〉 + 1
2
b− a
k
+ a+ (j − 1)b− a
k
.
Dosazenı´m zı´ska´va´me
A
〈aj ,bj〉
i =
=
a+(j−1) b−a
k∫
a+(j−1) b−a
k
n∏
l=1,l 6=i
(x− (x
〈−1,1〉
l
+1
2
b−a
k
+ a+ (j − 1) b−a
k
))
n∏
l=1,l 6=i
(
x
〈−1,1〉
i +1
2
b−a
k
+ a+ (j − 1) b−a
k
− (x
〈−1,1〉
l
+1
2
b−a
k
+ a+ (j − 1) b−a
k
))
dx =
=
a+(j−1) b−a
k∫
a+(j−1) b−a
k
n∏
l=1,l 6=i
(x− (x
〈−1,1〉
l
+1
2
b−a
k
+ a+ (j − 1) b−a
k
))
n∏
l=1,l 6=i
(
x
〈−1,1〉
i +1
2
b−a
k
− x
〈−1,1〉
l
+1
2
b−a
k
)
dx.
Zaved’me na´sledujı´cı´ substituci
u =x− a− (j − 1)b− a
k
du =dx
a+ (j − 1)b− a
k
7→ a+ (j − 1)b− a
k
− a− (j − 1)b− a
k
= 0
a+ j
b− a
k
7→ a+ j b− a
k
− a− (j − 1)b− a
k
=
b− a
k
.
Dosta´va´me vztah
A
〈aj ,bj〉
i =
b−a
k∫
0
n∏
l=1,l 6=i
(u− x
〈−1,1〉
l
+1
2
b−a
k
)
n∏
l=1,l 6=i
(
x
〈−1,1〉
i +1
2
b−a
k
− x
〈−1,1〉
l
+1
2
b−a
k
)
du.
Ze vsˇech n − 1 za´vorek v cˇitateli a n − 1 za´vorek ve jmenovateli mu˚zˇeme vytknout vy´raz b−a2k
a na´sledneˇ zlomek vykra´tit. Zı´ska´va´me
A
〈aj ,bj〉
i =
b−a
k∫
0
n∏
l=1,l 6=i
( 2ku
b−a − x
〈−1,1〉
l − 1)
n∏
l=1,l 6=i
(x
〈−1,1〉
i + 1− x〈−1,1〉l − 1)
du =
b−a
k∫
0
n∏
l=1,l 6=i
( 2ku
b−a − x
〈−1,1〉
l − 1)
n∏
l=1,l 6=i
(x
〈−1,1〉
i − x〈−1,1〉l )
du.
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Opeˇt zavedeme substituci
v =
2ku
b− a − 1
b− a
2k
dv =du
0 7→ − 1
b− a
k
7→ 2− 1 = 1
a zı´ska´va´me
A
〈aj ,bj〉
i =
b− a
2k
1∫
−1
n∏
l=1,l 6=i
(v − x〈−1,1〉l )
n∏
l=1,l 6=i
(x
〈−1,1〉
i − x〈−1,1〉l )
dv.
Oznacˇı´me promeˇnnou v jako x a uzly x
〈−1,1〉
l jako xl. Z vy´sˇe uvedene´ho vztahu je patrne´, zˇe
koeficienty A
〈aj ,bj〉
i jsou neza´visle´ na hodnoteˇ j. Jedna´ se dokonce o na´sobky koeficientu˚, ktere´
prˇı´slusˇı´ korˇenu˚m Legendrova polynomu L
〈−1,1〉
n a pro jejich vy´pocˇet mu˚zˇeme pouzˇı´t vztah
A
〈aj ,bj〉
i =
b− a
2k
A
〈−1,1〉
i .
Slozˇena´ Gaussova-Legendrova kvadratura o dvou uzlech v kazˇde´m subintervalu tedy bude mı´t
na´sledujı´cı´ prˇedpis
Q
(2)
S =
k∑
j=1
(A
〈aj ,bj〉
1 f(x
〈aj ,bj〉
1 ) +A
〈aj ,bj〉
2 f(x
〈aj ,bj〉
2 )) =
=
b− a
2k
k∑
j=1
(A
〈−1,1〉
1 f(x
〈aj ,bj〉
1 ) +A
〈−1,1〉
2 f(x
〈aj ,bj〉
2 )).
Obdobneˇ jako v kapitole 5.2 dopocˇı´ta´me koeficienty A
〈−1,1〉
1 , A
〈−1,1〉
2 , jejichzˇ hodnoty budou
A
〈−1,1〉
1 = 1 a A
〈−1,1〉
2 = 1. Vztah tedy mu˚zˇeme jesˇteˇ zjednodusˇit a zı´skat
Q
(2)
S =
b− a
2k
k∑
j=1
(f(x
〈aj ,bj〉
1 ) + f(x
〈aj ,bj〉
2 )).
Prˇı´klad 6.7. Urcˇete, jak se meˇnı´ skutecˇna´ chyba a odhad chyby aproximace integra´lu
1∫
−1
e−x2 dx
s meˇnı´cı´m se k. Porovnejte vy´sledky zı´skane´ aproximacı´ pomocı´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury
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a Simpsonova pravidla.
Nejprve prˇistoupı´me k odhadu˚m chyby. Pro odhad chyby slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvad-
ratury budeme pouzˇı´vat vztah (22), kde n = 2. Absolutnı´ hodnota cˇtvrte´ derivace funkce f naby´va´
sve´ho maxima na intervalu 〈−1, 1〉 v bodeˇ x = 0 a jeho hodnota je 12. Pro odhad chyby slozˇene´
Gaussovy-Legendrovy kvadratury tedy platı´ vztah
|RG(f)| ≤ 12
4!
25
25k4
8
45
(
ozn
= ROG(x)).
Odhad chyby aproximace zı´skane´ pomocı´ slozˇene´ho Simpsonova pravidla budeme pocˇı´tat pomocı´
vzorce (23). Dosazenı´m dostaneme
|RS(f)| ≤ 12
180
25
24k4
(
ozn
= ROS(x)).
Abychom mohli porovnat jednotlive´ metody, provedeme podı´l zı´skany´ch odhadu˚ chyb, tj.
ROS(f)
ROG(f)
=
12
180
25
24k4
12
4!
25
25k4
8
45
.
Po u´praveˇ zı´ska´va´me
ROS(f)
ROG(f)
=
3
2
.
Odhad chyby aproximace zı´skane´ pomocı´ Simpsonova pravidla je tedy pro kazˇde´ k 1, 5 kra´t
veˇtsˇı´ nezˇ odhad chyby slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury.
Nynı´ budeme zkoumat hodnoty skutecˇne´ chyby obou metod. Skutecˇnou chybu Gaussovy-Legend-
rovy kvadratury budeme pocˇı´tat pomocı´ vztahu
RG(f) =
b∫
a
f(x) dx− b− a
2k
k∑
j=1
(f(x
〈aj ,bj〉
1 ) + f(x
〈aj ,bj〉
2 )).
Postup bude analogicky´ jako v rˇadeˇ prˇedchozı´ch prˇı´kladu˚. Skutecˇnou chybu Simpsonova pravidla
pak budeme pocˇı´tat pomocı´ vzorce
RS(f) =
b∫
a
f(x) dx−
−b− a
6k
k∑
i=1
(
f(a+ (j − 1)b− a
k
) + f(a+ j
b− a
k
) + 4f(a+ j
b− a
k
− b− a
2k
)
)
.
Absolutnı´ hodnoty a odhady skutecˇny´ch chyb obou metod a jejich podı´l jsou shrnuty v na´sledujı´cı´ch
tabulka´ch.
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k Odhady chyb Skutecˇne´ chyby Podı´l
Gauss Simpson Gauss Simpson
10 8, 8889 · 10−6 1, 3333 · 10−5 1, 0870 · 10−6 1, 6309 · 10−6 1, 5002564803
20 5, 5556 · 10−7 8, 3333 · 10−7 6, 8082 · 10−8 1, 0213 · 10−7 1, 5000606584
30 1, 0974 · 10−7 1, 6461 · 10−7 1, 3453 · 10−8 2, 0180 · 10−8 1, 5000266763
40 3, 4722 · 10−8 5, 2083 · 10−8 4, 2572 · 10−9 6, 3858 · 10−9 1, 5000149509
50 1, 4222 · 10−8 2, 1333 · 10−8 1, 7438 · 10−9 2, 6158 · 10−9 1, 5000095524
60 6, 8587 · 10−9 1, 0288 · 10−8 8, 4100 · 10−10 1, 2615 · 10−9 1, 5000066276
70 3, 7022 · 10−9 5, 5532 · 10−9 4, 5400 · 10−10 6, 8094 · 10−10 1, 5000048665
80 2, 1701 · 10−9 3, 2552 · 10−9 2, 6611 · 10−10 3, 9916 · 10−10 1, 5000037246
90 1, 3548 · 10−9 2, 0322 · 10−9 1, 6613 · 10−10 2, 4920 · 10−10 1, 5000029422
100 8, 8889 · 10−10 1, 3333 · 10−9 1, 0900 · 10−10 1, 6350 · 10−10 1, 5000023827
Tabulka pro velke´ hodnoty k.
k Odhady chyb Skutecˇne´ chyby Podı´l
Gauss Simpson Gauss Simpson
1000 8, 8889 · 10−14 1, 3333 · 10−13 1, 0900 · 10−14 1, 6350 · 10−14 1, 500000024
2000 5, 5556 · 10−15 8, 3333 · 10−15 6, 8125 · 10−16 1, 0219 · 10−15 1, 500000006
3000 1, 0974 · 10−15 1, 6461 · 10−15 1, 3456 · 10−16 2, 0185 · 10−16 1, 500000003
4000 3, 4722 · 10−16 5, 2083 · 10−16 4, 2578 · 10−17 6, 3868 · 10−17 1, 500000002
5000 1, 4222 · 10−16 2, 1333 · 10−16 1, 7440 · 10−17 2, 6160 · 10−17 1, 500000001
6000 6, 8587 · 10−17 1, 0288 · 10−16 8, 4106 · 10−18 1, 2616 · 10−17 1, 500000000
7000 3, 7022 · 10−17 5, 5532 · 10−17 4, 5398 · 10−18 6, 8097 · 10−18 1, 500000000
8000 2, 1701 · 10−17 3, 2552 · 10−17 2, 6612 · 10−18 3, 9917 · 10−18 1, 500000001
9000 1, 3548 · 10−17 2, 0322 · 10−17 1, 6614 · 10−18 2, 4920 · 10−18 1, 500000000
10000 8, 8889 · 10−18 1, 3333 · 10−17 1, 0900 · 10−18 1, 6350 · 10−18 1, 500000001
Z obou tabulek je patrne´, zˇe rovneˇzˇ podı´l skutecˇny´ch chyb se blı´zˇı´ hodnoteˇ 1, 5, mu˚zˇeme tedy
rˇı´ct, zˇe chyba Gaussovy-Legendrovy kvadratury funkce f je 1, 5 kra´t mensˇı´ nezˇ chyba Simpsonova
pravidla funkce f .
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Prˇı´klad 6.8. Urcˇete, jak se meˇnı´ skutecˇna´ chyba a odhad chyby aproximace integra´lu
1∫
−1
sin(x2) dx s meˇnı´cı´m se k. Porovnejte vy´sledky zı´skane´ aproximacı´ pomocı´ Gaussovy-Legend-
rovy kvadratury a Simpsonova pravidla.
Postup bude totozˇny´ jako v prˇedchozı´m prˇı´kladu. Prˇedpis pro cˇtvrtou derivaci funkce f je
f (4)(x) = 16 sin(x2)x4 − 48 cos(x2)x2 − 12 sin(x2)
a maximum absolutnı´ hodnoty funkce f (4) na intervalu 〈−1, 1〉 ma´ hodnotu −4 sin 1 + 48 cos 1.
Hodnoty a odhady skutecˇny´ch chyb obou metod a jejich podı´l jsou shrnuty v na´sledujı´cı´ch ta-
bulka´ch.
k Odhady chyb Skutecˇne´ chyby Podı´l
Gauss Simpson Gauss Simpson
10 1, 6718 · 10−5 2, 5076 · 10−5 1, 0761 · 10−5 1, 6135 · 10−5 1, 499307890
20 1, 0448 · 10−6 1, 5673 · 10−6 6, 6887 · 10−7 1, 0032 · 10−6 1, 499821915
30 2, 0639 · 10−7 3, 0958 · 10−7 1, 3198 · 10−7 1, 9796 · 10−7 1, 499920440
40 6, 5303 · 10−8 9, 7954 · 10−8 4, 1745 · 10−8 6, 2615 · 10−8 1, 499955167
50 2, 6748 · 10−8 4, 0122 · 10−8 1, 7096 · 10−8 2, 5643 · 10−8 1, 499971283
60 1, 2899 · 10−8 1, 9349 · 10−8 8, 2437 · 10−9 1, 2365 · 10−8 1, 499980049
70 6, 9627 · 10−9 1, 0444 · 10−8 4, 4495 · 10−9 6, 6741 · 10−9 1, 499985338
80 4, 0814 · 10−9 6, 1221 · 10−9 2, 6081 · 10−9 3, 9121 · 10−9 1, 499988772
90 2, 5480 · 10−9 3, 8220 · 10−9 1, 6282 · 10−9 2, 4423 · 10−9 1, 499991128
100 1, 6718 · 10−9 2, 5076 · 10−9 1, 0682 · 10−9 1, 6023 · 10−9 1, 499992813
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Tabulka pro velke´ hodnoty k.
k Odhady chyb Skutecˇne´ chyby Podı´l
Gauss Simpson Gauss Simpson
1000 1, 6718 · 10−13 2, 5076 · 10−13 1, 0682 · 10−13 1, 6022 · 10−13 1, 499999928
2000 1, 0448 · 10−14 1, 5673 · 10−14 6, 6760 · 10−15 1, 0014 · 10−14 1, 499999981
3000 2, 0639 · 10−15 3, 0958 · 10−15 1, 3187 · 10−15 1, 9781 · 10−15 1, 499999993
4000 6, 5303 · 10−16 9, 7954 · 10−16 4, 1725 · 10−16 6, 2587 · 10−16 1, 499999996
5000 2, 6748 · 10−16 4, 0122 · 10−16 1, 7090 · 10−16 2, 5636 · 10−16 1, 499999997
6000 1, 2899 · 10−16 1, 9349 · 10−16 8, 2419 · 10−17 1, 2363 · 10−16 1, 499999998
7000 6, 9627 · 10−17 1, 0444 · 10−16 4, 4488 · 10−17 6, 6732 · 10−17 1, 499999999
8000 4, 0814 · 10−17 6, 1221 · 10−17 2, 6078 · 10−17 3, 9117 · 10−17 1, 499999999
9000 2, 5480 · 10−17 3, 8220 · 10−17 1, 6280 · 10−17 2, 4421 · 10−17 1, 500000000
10000 1, 6718 · 10−17 2, 5076 · 10−17 1, 0682 · 10−17 1, 6022 · 10−17 1, 500000000
Jak si mu˚zˇeme povsˇimnout, take´ v tomto prˇı´padeˇ se pomeˇr chyb blı´zˇı´ k hodnoteˇ 1, 5, pro velka´
k se tedy pomeˇr skutecˇny´ch chyb blı´zˇı´ k pomeˇru jejich odhadu˚.
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7 Gaussova-Cˇebysˇevova kvadraturnı´ formule
Definice 7.1. Uvazˇujme va´hovou funkciw(x) = 1√
1−x2 na intervalu I = (−1, 1). Polynomy, ktere´
zı´ska´me ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x2, . . . vzhledem ke skala´rnı´mu soucˇinu
〈u, v〉 =
1∫
−1
u(x)v(x)
1√
1− x2 dx,
jsou Cˇebysˇevovy polynomy. Gaussovu kvadraturnı´ formuli pro aproximaci integra´lu
1∫
−1
f(x)
1√
1− x2 dx
budeme nazy´vat Gaussova-Cˇebysˇevova kvadraturnı´ formule.
Veˇta 7.1. Necht’ f je rea´lna´ funkce, ktera´ ma´ na intervalu (−1, 1) omezenou 2n-tou derivaci
(n ∈ N). Pak pro chybu Gaussovy-Cˇebysˇevovy kvadratury platı´ vztah
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
1∫
−1
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2 1√
1− x2 dx,
kde x1 < x2 < · · · < xn jsou korˇeny Cˇebysˇevova polynomu T (−1,1)n a Ω je takova´ hodnota, zˇe
pro kazˇde´ x ∈ (−1, 1) platı´ |f (2n)(x)| ≤ Ω.
Du˚kaz. Obecny´ du˚kaz byl proveden v kapitole 5.7.
Prˇı´klad 7.1. Pomocı´ Gaussovy-Cˇebysˇevovy kvadraturnı´ formule o trˇech uzlech urcˇete prˇiblizˇneˇ
hodnotu integra´lu
1∫
−1
1
(1+x2)
√
1−x2 dx a odhadneˇte chybu aproximace.
Va´hova´ funkce bude vypadat na´sledovneˇ
w(x) =
1√
1− x2 .
Da´le platı´ f(x) = 1
(1+x2)
, x ∈ (−1, 1), n = 3.
Cˇebysˇevu˚v polynom trˇetı´ho stupneˇ bude mı´t tvar
T
(−1,1)
3 (x) = x
3 − 3
4
x
a korˇeny x1 = −
√
3
2 , x2 = 0, x3 =
√
3
2 .
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Nynı´ je potrˇeba spocˇı´tat koeficienty kvadraturnı´ formule jako rˇesˇenı´ na´sledujı´cı´ soustavy rov-
nic
Q(−1,1)(1) = A1 +A2 +A3 =
1∫
−1
1√
1− x2 dx = pi
Q(−1,1)(x) = A1
(
−
√
3
2
)
+ 0A2 +A3
√
3
2
=
1∫
−1
x√
1− x2 dx = 0
Q(−1,1)(x2) = A1
(
−
√
3
2
)2
+ 0A2 +A3
(√
3
2
)2
=
1∫
−1
x2√
1− x2 dx =
pi
2
.
Jejı´m vyrˇesˇenı´m zı´ska´va´me koeficienty A1 = A2 = A3 =
pi
3 . Prˇedpis pro Gaussovu-Cˇebysˇevovu
kvadraturu bude vypadat na´sledovneˇ
Q(−1,1)(f) =
pi
3
f(x1) +
pi
3
f(x2) +
pi
3
f(x3) =
pi
3
f(−
√
3
2
) +
pi
3
f(0) +
pi
3
f(
√
3
2
).
Po vycˇı´slenı´ pak zı´ska´me
Q(−1,1)(f) =
5pi
7
.
= 2, 243994753.
Nynı´ prˇistoupı´me k odhadu chyby. Za tı´mto u´cˇelem budeme pouzˇı´vat vzorec
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
b∫
a
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2w(x) dx.
Nejprve je nutne´ odhadnout hodnotu sˇeste´ derivace funkce f na intervalu (−1, 1). Platı´
|f (6)(x)| ≤ 720.
Pro chybu Gaussovy-Cˇebysˇevovy kvadratury tedy platı´ vztah
|R(f)| ≤ 720
720
1∫
−1
(x+
√
3
2
)2(x− 0)2(x−
√
3
2
)2
1√
1− x2 dx = 9, 817477044 · 10
−2.
Prˇi aproximaci se tedy dopustı´me chyby o velikosti nejvy´sˇe 9, 817477044 · 10−2, pro hledanou
hodnotu integra´lu tedy platı´
1∫
−1
1
(1 + x2)
√
1− x2 dx ∈ 〈2, 145819983; 2, 342169523〉.
Pro srovna´nı´, skutecˇna´ hodnota pocˇı´tane´ho integra´lu je
1∫
−1
1
(1 + x2)
√
1− x2 dx =
√
2pi
2
.
= 2, 221441469,
nacha´zı´ se tedy v na´mi spocˇı´tane´m intervalu.
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8 Gaussova-Laguerrova kvadraturnı´ formule
Definice 8.1. Uvazˇujme va´hovou funkci w(x) = e−x na intervalu I = 〈0,+∞). Polynomy, ktere´
zı´ska´me ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x2, . . . vzhledem ke skala´rnı´mu soucˇinu
〈u, v〉 =
+∞∫
0
u(x)v(x)e−x dx,
jsou Laguerrovy polynomy. Gaussovu kvadraturnı´ formuli pro aproximaci integra´lu
+∞∫
0
f(x)e−x dx
budeme nazy´vat Gaussova-Laguerrova kvadraturnı´ formule.
Veˇta 8.1. Necht’ f je rea´lna´ funkce, ktera´ ma´ na intervalu 〈0,+∞) omezenou 2n-tou derivaci
(n ∈ N). Pak pro chybu Gaussovy-Laguerrova kvadratury platı´ vztah
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
+∞∫
0
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2e−x dx,
kde x1 < x2 < · · · < xn jsou korˇeny Laguerrova polynomu G〈0,+∞)n a Ω je takova´ hodnota, zˇe
pro kazˇde´ x ∈ 〈0,+∞) platı´ |f (2n)(x)| ≤ Ω.
Du˚kaz. Obecny´ du˚kaz byl proveden v kapitole 5.7.
Prˇı´klad 8.1. Pomocı´ Gaussovy-Laguerrovy kvadraturnı´ formule o trˇech uzlech urcˇete prˇiblizˇneˇ
hodnotu integra´lu
+∞∫
0
e−x cosx dx a odhadneˇte chybu aproximace.
Pro va´hovou funkcı´ bude v tomto prˇı´padeˇ platit
w(x) = e−x.
Da´le platı´ f(x) = cosx, x ∈ 〈0,+∞), n = 3.
Laguerru˚v polynom trˇetı´ho stupneˇ na intervalu 〈0,+∞) bude mı´t tvar
G
〈0,+∞)
3 (x) = x
3 − 9x2 + 18x− 6
a na´sledujı´cı´ korˇeny
x1 =−
√
3 cos(
1
3
arctg(
√
2) + 3− 3 sin(1
3
arctg
√
2),
x2 =−
√
3 cos(
1
3
arctg(
√
2) + 3 + 3 sin(
1
3
arctg
√
2),
x3 =2
√
3 cos(
1
3
arctg
√
2) + 3.
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Nynı´ je potrˇeba spocˇı´tat koeficienty kvadraturnı´ formule jako rˇesˇenı´ na´sledujı´cı´ soustavy rov-
nic
Q〈0,+∞)(1) = A1 +A2 +A3 =
+∞∫
0
e−x dx = 1
Q〈0,+∞)(x) = A1x1 +A2x2 +A3x3 =
+∞∫
0
xe−x dx = 1
Q〈0,+∞)(x2) = A1x21 +A2x
2
2 +A3x
2
3+ =
+∞∫
0
x2e−x dx = 2.
Koeficienty kvadraturnı´ formule pro jejich slozˇitost vyja´drˇı´me numericky a platı´
A1 = 0, 7110930106, A2 = 0, 2785177335, A3 = 0, 01038925655. Pro Gaussovu-Laguerrovu
kvadraturu platı´
Q〈0,+∞)(f) = A1f(x1) +A2f(x2) +A3f(x3) = 0, 4765208395.
Chybu Gaussovy-Laguerrovy kvadratury budeme opeˇt pocˇı´tat pomocı´ obecne´ho vzorce
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
∫
I
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2w(x) dx.
Pro hodnotu sˇeste´ derivace funkce f(x) = cosx na intervalu 〈0,+∞) platı´
|f (6)(x)| ≤ 1.
Nenı´ teˇzˇke´ si uveˇdomit, zˇe hodnota (x − x1)2(x − x2)2 . . . (x − xn)2 je vlastneˇ druha´ mocnina
Laguerrova polynomu G
〈0,+∞)
3 , dı´ky cˇemuzˇ se mu˚zˇeme vyhnout pra´ci s pomeˇrneˇ slozˇity´mi tvary
uzlu˚. Pro chybu Gaussovy-Laguerrovy kvadratury platı´ vztah
|R(f)| ≤ 1
720
+∞∫
0
(x3 − 9x2 + 18x− 6)2e−x dx = 5 · 10−2.
Prˇi aproximaci se tedy dopustı´me chyby o velikosti nejvy´sˇe 5 · 10−2, pro hledanou hodnotu in-
tegra´lu platı´
+∞∫
0
cosxe−x dx ∈ 〈0, 4265208395; 0, 5265208395〉.
Pro srovna´nı´, skutecˇna´ hodnota pocˇı´tane´ho integra´lu je
+∞∫
0
e−x cosx dx = 0, 5,
nacha´zı´ se tedy v na´mi spocˇı´tane´m intervalu.
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9 Gaussova-Hermitova kvadraturnı´ formule
Definice 9.1. Uvazˇujme va´hovou funkci w(x) = e−x2 na intervalu I = (−∞,+∞). Polynomy,
ktere´ zı´ska´me ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x2, . . . vzhledem ke skala´rnı´mu soucˇinu
〈u, v〉 =
+∞∫
−∞
u(x)v(x)e−x
2
dx,
jsou Hermitovy polynomy. Gaussovu kvadraturnı´ formuli pro aproximaci integra´lu
+∞∫
−∞
f(x)e−x
2
dx
budeme nazy´vat Gaussova-Hermitova kvadraturnı´ formule.
Veˇta 9.1. Necht’ f je rea´lna´ funkce, ktera´ ma´ na intervalu (−∞,+∞) omezenou 2n-tou derivaci
(n ∈ N). Pak pro chybu Gaussovy-Hermitovy kvadratury platı´ vztah
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
+∞∫
−∞
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2e−x2 dx,
kde x1 < x2 < · · · < xn jsou korˇeny Hermitova polynomu M (−∞,+∞)n a Ω je takova´ hodnota, zˇe
pro kazˇde´ x ∈ (−∞,+∞) platı´ |f (2n)(x)| ≤ Ω.
Du˚kaz. Obecny´ du˚kaz byl proveden v kapitole 5.7.
Prˇı´klad 9.1. Pomocı´ Gaussovy-Hermitovy kvadraturnı´ formule o trˇech uzlech urcˇete prˇiblizˇneˇ
hodnotu integra´lu
+∞∫
−∞
e−x2 cosx dx a odhadneˇte chybu aproximace.
Va´hova´ funkce bude mı´t na´sledujı´cı´ tvar
w(x) = e−x
2
.
Da´le platı´ f(x) = cosx, x ∈ (−∞,∞), n = 3.
Hermitu˚v polynom trˇetı´ho stupneˇ na intervalu (−∞,∞) bude vypadat na´sledovneˇ
M
(−∞,∞)
3 (x) = x
3 − 3
2
x
a pro jeho korˇeny platı´ x1 = −
√
6
2 , x2 = 0, x3 =
√
6
2 .
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Nynı´ je potrˇeba spocˇı´tat koeficienty kvadraturnı´ formule jako rˇesˇenı´ na´sledujı´cı´ soustavy rov-
nic
Q(−∞,+∞)(1) = A1 +A2 +A3 =
+∞∫
−∞
e−x
2
dx =
√
pi
Q(−∞,+∞)(x) = A1
(
−
√
6
2
)
+ 0A2 +A3
√
6
2
=
+∞∫
−∞
xe−x
2
dx = 0
Q(−∞,+∞)(x2) = A1
(
−
√
6
2
)2
+ 0A2 +A3
(√
6
2
)2
=
+∞∫
−∞
x2e−x
2
dx =
√
pi
2
.
Jejı´m vyrˇesˇenı´m zı´ska´va´me koeficienty A1 =
√
pi
6 , A2 =
2
√
pi
3 , A3 =
√
pi
6 . Prˇedpis pro Gaussovu-
Hermitovu kvadraturu bude vypadat na´sledovneˇ
Q(−∞,+∞)(f) =
√
pi
6
f(x1) +
2
√
pi
3
f(x2) +
√
pi
6
f(x3) =
√
pi
6
f(−
√
6
2
) +
2
√
pi
3
f(0)+
+
√
pi
6
f(
√
6
2
).
Po vycˇı´slenı´ pak zı´ska´me
Q(−∞,+∞)(f) = 1, 382033071.
Nynı´ prˇistoupı´me k odhadu chyby. Za tı´mto u´cˇelem budeme pouzˇı´vat vzorec
|R(f)| ≤ Ω
(2n)!
+∞∫
−∞
(x− x1)2(x− x2)2 . . . (x− xn)2w(x) dx.
Nejprve je nutne´ odhadnout hodnotu sˇeste´ derivace funkce f na intervalu (−∞,+∞). Platı´
|f (6)(x)| ≤ 1.
Pro chybu Gaussovy-Hermitovy kvadratury platı´ vztah
|R(f)| ≤ 720
720
+∞∫
−∞
(x+
√
6
2
)2(x− 0)2(x−
√
6
2
)2e−x
2
dx = 1, 846306095 · 10−3.
Prˇi aproximaci se tedy dopustı´me chyby o velikosti nejvy´sˇe 1, 846306095 · 10−3, pro hledanou
hodnotu integra´lu platı´
+∞∫
−∞
e−x
2
cosx dx ∈ 〈1, 380186765; 1, 383879377〉.
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Pro srovna´nı´, skutecˇna´ hodnota pocˇı´tane´ho integra´lu je
+∞∫
−∞
e−x
2
cosx dx = 1, 380388447,
nacha´zı´ se tedy v na´mi spocˇı´tane´m intervalu.
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10 Obecna´ Gaussova kvadratura
Azˇ dosud jsme se zaby´vali Gaussovy´mi kvadraturami s takovou va´hovou funkcı´, pro nizˇ je
syste´m ortogona´lnı´ch polynomu˚ zna´m a hojneˇ uveden v literaturˇe. Nynı´ budeme aproximovat
hodnotu integra´lu funkce, pro kterou budeme muset prˇı´slusˇny´ n-ty´ ortogona´lnı´ polynom dopocˇı´tat
pomocı´ Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace.
Prˇı´klad 10.1. Pomocı´ Gaussovy kvadraturnı´ formule o dvou uzlech urcˇete prˇiblizˇneˇ hodnotu in-
tegra´lu
1∫
0
sinx lnx dx a odhadneˇte chybu aproximace.
Funkci w zvolı´me na´sledovneˇ
w(x) = − lnx.
Funkce w je spojita´ na intervalu (0, 1〉 a splnˇuje podmı´nku
w(x) > 0, ∀x ∈ (0, 1〉.
Da´le musı´me vysˇetrˇit, zda je splneˇna podmı´nka
1∫
0
−|x|k lnx dx < +∞.
Na intervalu (0, 1〉 platı´
|x|k ≤ 1.
Nerovnost vyna´sobı´me hodnotou − ln(x) ≥ 0 a pote´ zintegrujeme. Zı´ska´me
1∫
0
−|x|k lnx dx ≤
1∫
0
− lnx dx.
Integra´l na prave´ straneˇ nerovnosti ma´ na´sledujı´cı´ hodnotu
1∫
0
− lnx dx = 1 < +∞,
platı´ tedy rovneˇzˇ
1∫
0
−|x|k lnx dx < +∞.
Funkce w splnˇuje vsˇechny podmı´nky pozˇadovane´ v definici 3.1, je tedy va´hovou funkcı´.
V ra´mci prˇı´kladu budeme ortogonalizovat posloupnost 1, x, x2, . . . (jedna´ se o prvky prostoru
F ) vzhledem ke skala´rnı´mu soucˇinu
〈u, v〉 =
1∫
0
−u(x)v(x) lnx dx. (24)
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Polynom p
(0,1〉
2 zı´skany´ ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x
2, . . . vzhledem k (24) bude vypadat
na´sledovneˇ
p
(0,1〉
2 (x) = x
2 − 5
7
x− 17
252
a bude mı´t korˇeny x1 =
5
14 −
√
106
42 , x2 =
5
14 +
√
106
42 .
Koeficienty A1, A2 zı´ska´me vyrˇesˇenı´m soustavy rovnic
Q(0,1〉(1) = A1 +A2 =
1∫
0
lnx dx = 1
Q(0,1〉(x) = A1
(
5
14
−
√
106
42
)
+A2
(
5
14
+
√
106
42
)
=
1∫
0
x lnx dx =
1
4
a jejich hodnoty budou A1 =
1
2 +
9
√
106
424 , A2 =
1
2 − 9
√
106
424 .
Pro Gaussovu kvadraturu platı´
Q(0,1〉(1) =
(
1
2
+
9
√
106
424
)
sin
(
5
14
−
√
106
42
)
−
(
1
2
− 9
√
106
424
)
sin
(
5
14
+
√
106
42
)
=
=− 0, 2397677151.
Nynı´ prˇistoupı´me k odhadu chyby. Pro cˇtvrtou derivaci funkce f na intervalu (0, 1〉 platı´
|f (4)(x)| ≤ sin 1.
Po dosazenı´ do vztahu (20) zı´ska´va´me
|R(f)| ≤sin 1
24
1∫
0
−
(
x−
(
5
14
−
√
106
42
))2(
x−
(
5
14
+
√
106
42
))2
lnx dx =
=1, 000205260 · 10−4.
Pro hledanou hodnotu integra´lu tedy platı´
1∫
0
sinx lnx dx ∈ 〈−0, 2398677356;−0, 2396676946〉.
Pro srovna´nı´, skutecˇna´ hodnota vypada´ na´sledovneˇ
1∫
0
sinx lnx dx = −0, 2398117420.
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Prˇı´klad 10.2. Pomocı´ Gaussovy kvadraturnı´ formule o dvou uzlech urcˇete prˇiblizˇneˇ hodnotu in-
tegra´lu
1∫
0
cosx√
x
dx a odhadneˇte chybu aproximace.
Jako funkci w tentokra´t zvolı´me
w(x) =
1√
x
.
O funkci 1√
x
vı´me, zˇe je spojita´ na intervalu (0, 1〉 a splnˇuje podmı´nku
w(x) > 0, ∀x ∈ (0, 1〉.
Musı´me zjistit, zda je pro va´hovou funkci w splneˇna podmı´nka
1∫
0
|x|k 1√
x
dx < +∞.
Postup bude podobny´ jako v prˇedchozı´m prˇı´kladu. Na intervalu (0, 1〉 platı´
|x|k ≤ 1.
Nerovnost vyna´sobı´me vy´razem 1√
x
, ktery´ bude kladny´ pro vsˇechna x z intervalu (0, 1〉, a na´sledneˇ
zintegrujeme. Obdrzˇı´me vztah
1∫
0
|x|k 1√
x
dx ≤
1∫
0
1√
x
dx.
Integra´l na praveˇ straneˇ rovnosti bude konecˇny´, tj.
1∫
0
1√
x
dx = 2 < +∞,
platı´ tedy
1∫
0
|x|k 1√
x
dx < +∞.
Zjistili jsme, zˇe funkce w splnˇuje vsˇechny podmı´nky pozˇadovane´ v definici 3.1, je tedy va´hovou
funkcı´.
Budeme ortogonalizovat posloupnost 1, x, x2, . . . (jedna´ se o prvky prostoru F ) podle skala´rnı´ho
soucˇinu
1∫
0
u(x)v(x)x
1√
x
dx.
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Polynom p
(0,1〉
2 ktery´ zı´ska´me ortogonalizacı´ posloupnosti 1, x, x
2, . . . vzhledem k vy´sˇe uve-
dene´mu skala´rnı´mu soucˇinu bude mı´t na´sledujı´cı´ tvar
p
(0,1〉
2 (x) = x
2 − 6
7
x− 3
35
a korˇeny x1 =
3
7 − 2
√
30
35 , x2 =
3
7 +
2
√
30
35 .
Nynı´ dopocˇı´ta´me koeficienty A1, A2 jako rˇesˇenı´ na´sledujı´cı´ soustavy rovnic
Q(0,1〉(1) = A1 +A2 =
1∫
0
1√
x
dx = 2
Q(0,1〉(x) = A1
(
3
7
− 2
√
30
35
)
+A2
(
3
7
+
2
√
30
35
)
=
1∫
0
x
1√
x
dx =
2
3
a jejich hodnoty budou A1 = 1 +
√
30
18 , A2 = 1−
√
30
18 .
Pro Gaussovu kvadraturu platı´
Q(0,1〉(1) =
(
1 +
√
30
18
)
cos
(
3
7
− 2
√
30
35
)
−
(
1−
√
30
18
)
cos
(
3
7
+
2
√
30
35
)
=
=1, 808616395.
Nynı´ budeme odhadovat hodnotu chyby. Pro cˇtvrtou derivaci funkce f na intervalu (0, 1〉 platı´
|f (4)(x)| ≤ 1.
Po dosazenı´ do vztahu (20) dostaneme
|R(f)| ≤ 1
24
1∫
0
(
x−
(
3
7
− 2
√
30
35
))2(
x−
(
3
7
+
2
√
30
35
))2
1√
x
dx =
=4, 837490552 · 10−4.
Pro hledanou hodnotu integra´lu platı´
1∫
0
cosx
1√
x
dx ∈ 〈1, 808132646; 1, 809100144〉.
Pro srovna´nı´, skutecˇna´ hodnota vypada´ na´sledovneˇ
1∫
0
cosx
1√
x
dx = 1, 809048476.
11 ZA´VEˇR 70
11 Za´veˇr
Acˇkoli se v literaturˇe o Gaussoveˇ kvadraturˇe nehovorˇı´ tak cˇasto jako naprˇı´klad o Newto-
novy´ch-Cotesovy´ch vzorcı´ch, uka´zalo se, zˇe i ona ma´ sve´ nesporne´ vy´hody. Poskytuje pomeˇrneˇ
spolehlivy´ apara´t pro prˇiblizˇny´ vy´pocˇet hodnoty integra´lu a urcˇenı´ chyby, ktere´ se prˇi aproximaci
dopustı´me, i pro integra´ly na otevrˇene´m nebo neomezene´m intervalu, prˇı´padneˇ integra´ly funkcı´,
jezˇ majı´ v krajnı´ch bodech intervalu I singularity. Dalsˇı´ z vy´hod je i fakt, zˇe k provedenı´ veˇtsˇiny
vy´pocˇtu˚, ktere´ se v ra´mci pra´ce vyskytovaly, nenı´ nutna´ rozsa´hla´ znalost linea´rnı´ algebry, mate-
maticke´ analy´zy cˇi programova´nı´.
Prˇi psanı´ bakala´rˇske´ pra´ce jsem meˇla mozˇnost zı´skat uceleny´ prˇehled poznatku˚, ktere´ je za-
potrˇebı´ zna´t prˇi konstrukci a urcˇova´nı´ chyby Gaussovy kvadratury, a jejich shrnutı´ provedla v prv-
nı´ch neˇkolika kapitola´ch. Rovneˇzˇ jsem se veˇnovala hleda´nı´ optima´lnı´ polohy uzlu˚ pro konstrukci
kvadraturnı´ formule maxima´lnı´ prˇesnosti a zaby´vala se neˇktery´mi proble´my, jezˇ mohou nastat.
Rozhodla jsem se vsˇak prima´rneˇ veˇnovat Gaussoveˇ-Legendroveˇ kvadraturnı´ formuli, ktera´,
vzhledem k vy´hodne´mu tvaru va´hove´ funkce, da´va´ prostor k dalsˇı´m zjednodusˇenı´m. Tuto kvad-
raturnı´ formuli jsem se rozhodla prezentovat pomocı´ jednoduchy´ch prˇı´kladu˚ a na za´kladeˇ experi-
mentu˚ pak mohla vypozorovat neˇktere´ jejı´ vlastnosti.
V literaturˇe, jizˇ jsem meˇla mozˇnost prostudovat, autorˇi veˇtsˇinou zveˇtsˇovali prˇesnost aproxi-
mace pouze zvysˇova´nı´m pocˇtu uzlu˚. To vsˇak, jak jsem meˇla mozˇnost zjistit, vy´razneˇ zkompli-
kovalo pocˇı´ta´nı´ korˇenu˚ a na´sledneˇ i vy´pocˇet koeficientu˚. Alternativnı´m zpu˚sobem, ktery´ jsem se
rozhodla prezentovat, je uzˇitı´ slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury, jezˇ na´m umozˇnˇuje zvy´sˇit
prˇesnost aproximace, anizˇ bychom se museli tra´pit s polynomy vysˇsˇı´ch stupnˇu˚ a rozsa´hlejsˇı´mi sou-
stavami rovnic. Prˇestozˇe se o slozˇeny´ch Gaussovy´ch kvadratura´ch v literaturˇe, z nı´zˇ jsem cˇerpala,
nehovorˇı´, uka´zalo se, zˇe jde o pomeˇrneˇ uzˇitecˇny´ apara´t a rozhodneˇ mu˚zˇe mı´t sve´ uplatneˇnı´ v nu-
mericke´m integrova´nı´.
Abych mohla plneˇ urcˇit prˇı´nos slozˇene´ Gaussovy-Legendrovy kvadratury, rozhodla jsem se
ji srovnat s dalsˇı´ numerickou metodou, Simpsonovy´m pravidlem. Zjistila jsem, zˇe Gaussova-
Legendrova kvadratura vykazuje veˇtsˇı´ prˇesnost, navı´c po uplatneˇnı´ objeveny´ch vztahu˚ je i jejı´
konstrukce srovnatelneˇ obtı´zˇna´, mozˇna´ dokonce jednodusˇsˇı´.
V na´sledujı´cı´ch kapitola´ch jsem se veˇnovala dalsˇı´m specificky´m Gaussovy´m kvadratura´m
a pra´ci s nimi ilustrovala pomocı´ prˇı´kladu˚. Prˇi vy´pocˇtech jsem se mnohdy opı´rala o matema-
ticky´ software Maple, v neˇmzˇ jsem si pro zefektivneˇnı´ dalsˇı´ch vy´pocˇtu˚ implementovala vsˇechny
potrˇebne´ funkce.
Tvorba bakala´rˇske´ pra´ce byla po vsˇech stra´nka´ch velky´m prˇı´nosem, zejme´na jako na´meˇt k za-
mysˇlenı´ nad prova´zanostı´, ktera´ existuje mezi jednotlivy´mi matematicky´mi disciplı´nami.
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A Prˇı´loha na CD
Prˇilozˇene´ CD obsahuje na´sledujı´cı´ soubory
Functions.mws - soubor funkcı´ pro prova´deˇnı´ neˇktery´ch vy´pocˇtu˚, ktere´ se v pra´ci objevily
Calling.mws - uka´zkove´ vola´nı´ implementovany´ch funkcı´
Help.mws - na´poveˇda ke vsˇem implementovany´m funkcı´m
Help.hdb - soubor prˇidruzˇeny´ k na´poveˇdeˇ
